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4. Dane sa punkty A(2,-3,1), B(—2,1,-3),C(-3,3,—1) oraz D(1,—3,1).
Obliczy¢ odlegtos¢ miedzy prostymi AB i C'D.

Ponizej naszkicujemy pewna liczbe rozwiazan. Uzupelnienie wielu szczegdtow, tak
pojeciowych, jak i rachunkowych, oraz ewentualne naszkicowanie rysunkow pozosta-
wiam Czytelnikowi.

Zadanie nasze mozna rozwigzac réznymi metodami, ktére podzielimy na kilka grup.

A. W pierwszej bedziemy poszukiwa¢ pary ptaszczyzn rownoleglych 7 i w9, ta-
kich ze AB C T, CD C 9.

a) Podejscie bezposrednie: niech réwnaniami 7 i 5 beda odpowiednio Kz + Ly+
Mz4+ N, =0i Ko+ Ly+ Mz+ Ny =0. Skoro A i B leza na m, a C'i D na w9, to

2K —=3L+M =N,
—2K+L—-3M =N
—3K+3L—-M =N,
K —-3L+M =N,
Odejmijmy drugie réwnanie od pierwszego, a trzecie od czwartego:
4K — 4L +4M =0
4K —6L+2M =0

Ponownie odejmujac, dostaniemy L = —M. Podstawiajac to, otrzymamy kolejno

K = —-2M, Ny =0i Ny = 2M. Zatem réwnania ptaszczyzn to —2x —y+ 2 =01

—2r —y+ 2z =0, aich odlegloscwynoad—\/%— 2 —i

) Szukane plaszczyzny sa réwnolegle do obu wektorow E —4,4,—4] i C’? =

= [4, —6, 2], sa wiec prostopadte do ABxCD = —16,—-8,8] =8 [—2, —1,1]. Ich réw-
nania maja wiec posta¢ —2r —y + z = c. Podstawiaj@c kolejne punkty znajdziemy
doktadna postaé¢ owych réwnan i zakoniczymy jak w metodzie «)

B. Inne podejscie zaklada znalezienie na prostych AB i C'D punktéw najblizej
potozonych. Dowolny punkt prostej AB ma postac

X =tA+(1—t)B = (4t —2,—4t + 1,4t — 3),
a dowolnym punktem C'D jest
Y=sC+(1—-5)D=(—4s+ 1,65 —3,—2s+1).
Kwadrat odlegtosci obliczymy z tw. Pitagorasa:
f(s,t) =d*(X,Y) = (4 + 4s — 3)* + (=4t — 65 + 4)* + (4t + 25 — 4)°.

Teraz nalezy poszukaé¢ najmniejszej wartosci funkceji f.



v) Metoda radykalna: wchodzimy na strone wolframalpha.com , wpisujemy w
okienko
(4t+45-3) "2+ (-4t-6s+4) "2+ (4t+2s-4) "2

i naciskamy enter. Wsrod wielu informacji, ktérymi zasypie nas komputer, znajdziemy
i taka:
. 2 2 2 2 11
min{ (4t +4s — 3)* + (-4t —6s+4)" + (4t + 25 — 4)°} = 3 at (s,t) = O,E

czyli szukana odlegtos¢ to d = % = %.

d) Metoda spokojna: obliczamy pochodne czastkowe funkeji f:

9]

a{ =8(4t+4s—3) —8(—4t — 65 +4) + 8(4t + 25 — 4) = 8(12t + 125 — 11)

of

s 8(4t +4s —3) — 12(—4t — 65 +4) + 4(4t + 25 — 4) = 8(12t + 145 — 11)
S

i przyrownujemy obie te pochodne do zera, co daje 12t + 12s = 12t + 14s = 11, skad

odrazus=0it = % Bezposrednie podstawienie daje f(0, %) = % id= \/g = ?.

) Metoda pomystowa: najkrétszy odcinek XY musi byé prostopadty zaréwno do
AB:

0= AB- XY = (4t + 45 — 3) — 4(—4f — 65 +4) + (4t + 25 — 4) = 4(12¢ + 125 — 11)
jak i do C'D:

0=CD-XY = —4(4f +45—3) +6(—4t — 65 +4) — 2(41 +25 —4) = —4(12t + 125 —11).
Dostajemy te same réwnania, co w metodzie §), i tak samo dokoniczymy rozwiazanie.

() Metoda niezalecana z powodu praktycznej niemozliwosci niepomylenia sie w
rachunkach, ale ogélnie bardzo shuszna: otwieramy wszystkie nawiasy w definicji
funkeji f(s,t) i zapisujemy

f(s,t) = 565 + 965t + 48t* — 885 — 88t + 41 = 565> + (96t — 88)s + 48t> — 88t + 41

Najmniejsza warto$¢ tej funkcji przy zmiennym s dla ustalonego t to, zgodnie ze

2 _4ac 2 :
wzorem —% = —Z—a + ¢, czyli
(96t — 88)? 9 48t — 88t + 45
——————— +48t" — 88t + 41 =
24 " T

a ze tym razem A = 882 — 4 .48 .45 = —896, to najmniejszg wartoécia tej funkeji jest

896 2

4-48-7 3



C. Tym razem przyda si¢ wiedza, ze pole réwnolegtoboku rozpigtego przez wek-
tory bicto ||b X ||, a objetosé réwnolegtodcianu rozpietego przez wektory a,b i ¢ to
la- (b x c)l.

n) Zachodzi réwnosé:
g la- (b x c)
1 >cll

gdzie a = 1@ b= zﬁ ,C = @ Podstawienie danych liczbowych daje (prosze spraw-
dzi¢) wynik d = /2 = 38,

Uwaga: w charakterze wektora a mozna tez wziac¢ zﬁ, B? lub B?, jesli miatoby to
np. uprosci¢ rachunki.



