MAKO 2 — GRAFY

7.1. Pokazaé¢, ze w dowolnej grupie co najmniej dwoch oséb istnieja takie dwie,
ktore maja tyle samo znajomych (w tej grupie). Zakladamy, ze relacja znajomosci
jest symetryczna, tzn. gdy osoba A zna osobe B, to i B zna A.

ROZWIAZANIE
Niech oséb, czyli wierzchotkéw grafu, bedzie n. Kazda z nich zna pewna liczbe osob, a
ta liczba (zwana stopniem wierzchotka) nalezy do zbioru {0,...,n—1}. Wydawaloby

sie, ze kazdy wierzcholek moze mieé¢ inny stopien, bo wierzchotkéw jest n, a réznych
mozliwych stopni tez n. Wtedy jednak np. A mialby zero znajomych, B jednego i
tak dalej az do Z, ktéry miatby n — 1 znajomych. Czyli A nie zna nikogo, zatem nie
zna Z, a Z zna wszystkich, czyli réwniez A. Sprzecznosc.

7.2. Przy zatozeniu symetrii relacji znajomosci
a) pokazaé, ze wérod 6 oséb zawsze znajda sie trzy osoby, ktore znaja sie
nawzajem, lub trzy osoby, z ktérych zadna nie zna dwédch pozostatych,
b) pokazaé, ze wéréd 9 oséb zawsze znajda sie takie trzy, ktére znaja sie na-
wzajem, lub takie cztery, z ktorych zadna nie zna trzech pozostatych.

ROZWIAZANIE
a) Jedli A zna co najmniej trzy osoby (np. B, C i D), to:
—jesli B zna C, B zna D lub C zna D, to te dwie znajace si¢ osoby wraz z A tworza
znajacy sie trojkat;
— w przeciwnym przypadku B, C i D tworza nieznajacy sie trojkat.
Jedli zag A zna najwyzej dwie osoby, to pewnych trzech nie zna i to powyzsze rozu-
mowanie mozna powtorzy¢, méwiac ,nie zna” zamiast ,zna” i na odwrot.

b) Jesli A zna co najmniej cztery osoby (np. B, C, D i E), to:
— jesli dowolne dwie osoby sposréd B, C, D i E znaja sie, to wraz z A tworza znajacy
sie trojkat;
— w przeciwnym przypadku B, C, D i E tworza nieznajacy si¢ czworokat.
Jesli A zna najwyzej dwie osoby, to nie zna co najmniej szesciu. Wtedy wsrod tych
os6b na mocy punktu a) istnieje znajacy sie tréjkat lub nieznajacy sie tréjkat, a ten
ostatni wraz z A tworzy nieznajacy sie czworokat.
Pozostaje tylko przypadek, w ktérym A zna doktadnie 3 osoby. Ale A byl wybrany
dowolnie, a nie jest mozliwe, by w grafie o 9 wierzchotkach kazdy miat stopien 3.



7.4.c — parafraza
Jakie zjawisko powoduje, ze réznych graféw o 4 wierzchotkach i 4 krawedziach jest
tyle samo, co roznych graféw o 4 wierzchotkach i 2 krawedziach?

ROZWIAZANIE
Dwa grafy G i Gy o tym samym zbiorze n wierzchotkéw nazywamy dopelniaja-
cymi i piszemy Gy = G, jedli dowolne wierzchotki u i v potaczone krawedzia w G
sg niepotaczone w G5 i odwrotnie. Oczywiscie grafy dopetniajace maja w sumie tyle
krawedzi ile w ogole jest mozliwych dla danego zbioru wierzchotkéw, czyli (g) W

naszym przyktadzie jesli G; ma 4 krawedzie, to G2 ma ich (;) —4=2.

7.8 (w potlaczeniu z 8.1.c) lle istnieje réznych graféw 3—regularnych o szesciu
wierzchotkach, a ile 4—regularnych o 7 wierzchotkach, jesli
a) wierzchotki sa rozréznialne
b) wierzcholki sa nierozréznialne?

ROZWIAZANIE
Graf dopeliajacy do 3—regularnego grafu o szesciu wierzchotkach jest grafem 2—regularnym,
podobnie jak graf dopetniajacy do 4—regularnego grafu o siedmiu wierzchotkach.

Graf 2—regularny jest za$ cyklem lub sumg pewnej liczby roztacznych cykli. I tak
dla n = 6 moze to by¢ Cg lub C3 U C3, a dlan =7 C; lub Cy U C3. Zatem przy
nierozroznialnych wierzchotkach odpowiedzia w obu przypadkach jest liczba 2.

Jesli jednak wierzchotki beda rozréznialne, ta liczba wzro$nie znaczaco: np. dla
n = 7 mamy
- %! = 360 mozliwosci ponumerowania cyklu C7 (dzielimy przez 2 ze wzgledu na
mozliwos$¢ symetrycznego odbicia)
- (D -3 = 105 mozliwosci ponumerowania pary cykli Cy U C3, gdyz najpierw trzeba
rozdzieli¢ 7 wierzchotkéw na zbidr cztero- i trzyelementowy, a potem jeszcze wybrac
jeden z trzech sposobéw ponumerowania cyklu Cy.



