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CO O SZEREGACH TRYGONOMETRYCZNYCH (FOURIERA) WIEDZIEC WYPADA
WSTEP

Bedziemy uzywac strony https://www.wolframalpha.com . Prosze najpierw wpi-
sa¢ w okienko polecenie

plot sin x, sin x+sin(3x)/3, sin x+sin(3x)/3+sin(5x)/5

(i nacisna¢ Enter), nastepnie

plot sum sin((2n+1) x)/(2n+1), n=0 to 5

(jak widaé, system ma swoja skladnie, ktéra nie jest bardzo sformalizowana, ale
przynajmniej lewe i prawe nawiasy powinny sie zgadzac) oraz

sum sin((2n+1) x)/(2n+1), n=0 to 20

A teraz prosze chwile poprzygladac sie tym wykresom...

SZEREGI TRYGONOMETRYCZNE (FOURIERA)

Gdybysmy wzieli nieskonczong sume

fo) =3 sin(22nn—:—11):c

n=0

1 1 1
:sinx—l—gsin?)x—i—5sin5x+...+®sin99m+...

to przyklad ze wstepu zdaje sie sugerowac, ze otrzymamy co$ zwanego sygnatem
(przebiegiem) prostokatnym, czyli funkcje

c dla ze...U(=2m—m)U(0;7) U (2m;3m)U (4m;dbm)U...
fl@)=¢ —c dla ze...U(=3m=2m)U(—m;0)U (m2m)U (3mdr)U...
0 dla =z€{0,+m £27,+37,...}

gdzie ¢ jest pewna liczba nieco mniejsza niz 0,8 (co odezytujemy z wykresu).
To wcale nietatwo udowodnic, ale rzeczywiscie tak jest, przy czym ¢ = 7.
Wiaze si¢ z tym jest kilka probleméw ogdlniejszej natury, np.:

« jaki szereg trygonometryczny — tak nazywamy szeregi typu > 7, a, cosnz,
>o° by sinnx i ich kombinacje — jest zbiezny, a jaki nie (ewentualnie dla jakich
wartosci z jest zbiezny)?

o O ile zrozumiate jest, ze suma funkcji okresowych jest okresowa, a suma funkcji
nieparzystych jest nieparzysta (widzimy to wtasnie na powyzszym przykladzie
sumy sinuséw), to jak jest mozliwe, zeby suma funkcji ciagtych byla nieciggta?
Najwyrazniej jest to mozliwe, jesli jest to suma nieskonczenie wielu sktadnikow.

o Czy zawsze istnieje szereg trygonometryczny, ktérego suma bedzie réwna danej
funkcji f?7 Jak praktycznie wyznaczy¢ jego wspotezynniki?



Najwazniejsze dla nas bedzie ostatnie pytanie. Okazuje sie mianowicie, ze kazda
funkcja okresowa spelniajaca pewne niezbyt silne warunki (zwane warunkami Diri-
chleta, chetni zajrza do notatek z wykladu lub znajda w sieci) jest suma swojego
szeregu Fouriera o postaci przedstawionej w pliku
https://pages.mini.pw.edu.pl/~zajacm/mana/wzory.pdf

Przyktad 1 (sygnal prostokatny). Wyznaczy¢ szereg Fouriera dla sygnatu pro-
stokatnego o okresie 2w, okreslonego na przedziale (—m; w| wzorem

1 dla ze€(0;n)
flzy=¢ =1 dla =z € (—m0)
0 dla ze€{0,7}

ROZWIAZANIE (METODA 1): Obliczmy:

0 (—=1)cosnx T COS NI —sinnz|®  sinnz |
— ) cosnx dr = ——dz+ dr = =

—r 0 o 7 ™m  l—x 7 o

—sin 0 + sin(—nm) + sinnm — sin 0 0
™m

1 0 (—=1)sinnz T sin nw cosnx|®  —cosnx|"
bn:—/ f(a:)smnxd:r:/ ()d$~|—/ dr = — =

T Jon —r T o ™m g ™m o

N N 0 dla n=2k

cos0 — cos(—nm) —cosnm +cos0  2—2cosnt [ L dla n=2k+1
™ ™ B

(nalezy tu pamietaé, ze sinnm = 0,cosnm = (—1)" dla catkowitych n). Ale uwaga:
to nie jest do konca poprawne rozwigzanie, bo we wzorze na a,, jest n w mianowniku,
wiec wzor ten nie moze obowigzywaé¢ dla n = 0. W tym przyktadzie trzeba wiec ag
policzy¢ osobno:

0 ”_0—7r—i—7r—0_0
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A kiedy juz policzymy wszystkie wspotczynniki, mozemy napisaé szereg:

4 7 . sin3r sinbx
(sm:v+ 3 + 5 +>

o0
Z a, cosnx + b, sinnx) =
- T

%
2

METODA 2: Rachunki mozna znacznie uprosci¢ dzieki spostrzezeniu, ze funkcja
f jest nieparzysta (spelnia f(—xz) = —f(z)). W tej sytuacji a,, = 0 automatycznie
(nie trzeba tego specjalnie liczy¢), natomiast

b, = 2/07rf(x)sinnxdx:/o

™

—2cosnm — (—2)

™ 2sin nx —2cosnx|™
dr =

™ ™

0 ™™

co oczywiscie daje ten sam wynik, co poprzednio, ale szybciej.



Przyktad 2 (sygnal trojkatny). Wyznaczy¢ szereg Fouriera dla sygnatu tréjkat-
nego o okresie 2w, okre$lonego na przedziale (—7; 7] wzorem f(z) = |z|.

RozwIiAZANIE: Od razu zauwazmy, ze funkcja f jest parzysta (spehia f(—x) =
= f(x)). W tej sytuacji b, = 0 automatycznie, natomiast

T 2L COSNT 2nxsinnx + 2cosnx |™ 2cosnm — 2

2 ™
—— d :/ LLEOSTE 4 — —
a 7T/0 f(z)cosnz dx ; T 5 5

T ™ 0 ™m

™2

0 dla n =2k

dla n # 0 (bylo to catkowanie przez czesci, szczegdty rachunku pomijam) oraz

{—4 dla n=2k+1

2 T T 2 2™ 2 0
aoz—/ f(x)dx:/ Tgr="] =T =
m Jo o T |, T
Koncowa odpowiedzig bedzie teraz szereg
— 4 3 5
f(z) = % + Z(ancosnx—f— b, sinnz) = g = (cosx + CO; T + CO; * +.. )

n=1
Jesli ktos chce przeczyta¢ to samo, ale troche inaczej, oraz zobaczy¢ dodatkowo

rozwiniecie przebiegu pitozebnego!, to zapraszam do obejrzenia materiatu pani prof.
Jurlewicz z Politechniki Wroctawskiej: https://tiny.pl/tzn2g

W zasadzie kazde zadanie polegajace na rozwinieciu konkretnej funkcji w szereg
Fouriera sprowadza sie do zastosowania wzoréw z pliku
https://pages.mini.pw.edu.pl/~zajacm/mana/wzory.pdf i policzeniu kilku ca-
tek, czy to recznie, czy na komputerze. Ponizszy przyktad nie jest doktadnie tozsamy
z zadnym zadaniem z zestawu z08, ale jest bardzo podobny do kilku z nich.

Zadanie. Wyznaczy¢ szereg Fouriera funkcji f(x) = sinx + | sin x|.

Rozwigzanie:

Zauwazmy najpierw, ze funkcja f ma okres 27, bo sinus i cosinus maja taki okres
(co prawda najmniejszym dodatnim okresem funkcji | sin x|, czyli jej okresem podsta-
wowym, jest 7, ale to nie jest bardzo istotne, bo jesli 7 jest okresem, to 27 réwniez).

Ponadto funkcja f sama nie jest parzysta ani nieparzysta, ale jest sumg nieparzy-
stej funkeji sinz 1 parzystej funkcji |sinz|. Mozna teraz osobno napisaé¢ szereg dla
kazdego sktadnika i dodaé¢ wyniki.

Szeregiem Fouriera funkcji sin z jest sin x (kto$ powiedzialby, ze sin z to nie szereg,
ale owszem:

sint =04+0-cosz+1-sinx+0-cos2x+0-sin2zx+0-cos3x+0-sin3x + ...

a wiec jest to szereg, w ktorym wszystkie wyrazy poza jednym sa réwne 0.).

Szeregu Fouriera funkcji |sin z| nie wypiszemy tak od razu, ale z cata pewnoscia
jest to szereg cosinusowy (tzn. sinusy w nim w ogdle nie wystepuja), bo |sin z| jest
funkcja parzysta. Wzér jest taki

. Qo —
|sinz| = — + > a, cosnz,
n=1

ljuz chyba nikt tak nie méwi, ale to zabawne stowo



gdzie
2 ™
a, = —/ | sin z| - cosnx dz.
7 Jo

Teraz wpiszmy do Wolfram Alpha integral from 0 to pi of |sin x| cos nx ,
by uzyskaé¢ wynik

2 cos(mn)+1 ﬁ dla n =2k
an e L —
T 1 —n? 0 dla n=2k+1

Ale uwaga: we wzorze na a, mamy 1—n? w mianowniku, czyli wzér ten nie obowigzuje
dla n = 1. Wspoétezynnik a; trzeba policzyé¢ osobno:

2 ™
alz—/ |sinz| - cosx dr = 0.
7 Jo

(niby wyszto 0, tak jak poprzednio, ale pominiecie tego rachunku bytoby usterka).
Nie trzeba natomiast osobno liczy¢ ag, bo wzér a,, = ﬁ dla n = 2k obejmuje

przypadek ag = %.
Ostatecznie wigc:

—i—ZLCOSZk‘IL‘ =

2
T oow(l—4k?)

G/O o0
sinx| = — + a,, COSNT =
2 n
n=1

_2_4(0082x+cos4a:+0086x+ >
T T 3 15 35 o
1 wreszcie

. . 2 . 4 /cos2x cosdx  cosbx
smx—|—|smx|:7r+smx—7r< 3 + 1r + 3 —i—)

A jak poradzi¢ sobie bez komputera? Otoz
2 [ 2 (m
Ay, = —/ |sinz| - cosnx dr = —/ sinx - cos nz dx,
7 Jo 7 Jo

(bo sinus jest dodatni miedzy 0 a 7), a
. L, . .
sinz - cosnz = E(sm((l —n)x) +sin((1 + n)zx))

(wzér na zamiane iloczynu funkcji trygonometrycznych na sume tez jest w pliku
wzory.pdf). Dzieki powyzszej zamianie catkowanie bedzie juz proste.



