Uwaga ogoélna: by rozwigzaé¢ rownanie lub uklad réwnan rézniczkowych
metoda Laplace’a, trzeba korzysta¢ z kilku wzoréw, z ktorych niektére sa dosé
oczywiste, np.

Llax(t) + by(t)] = aLlz(t)] + bLIy(t)],
inne lepiej sobie zapisa¢ na kartce z wzorami, np.

n!

! _ _ n at —
£1 (0] = sLla)] - 2(0), £lF"e"] = "
a jeszcze inne wynikaja z powyzszych, np.
£l"(0)] = sLL (6] - 2'(0), L) = ——,
n n! 1 1
L[t"] = prany L[1] = 3 Llt] = 2

Zadanie: Uzywajac przeksztalcenia Laplace’a rozwiazaé¢ uklad réwnan

{x’(t) = y(t) +2¢'
y'(t) = wt)—t

z warunkami poczatkowymi z(0) = y(0) = 1.
Rozwigzanie: Stosujemy przeksztalcenie Laplace’a do obydwu réwnan:

{E[w'(t)} = Llyt) +2'] = Lly(t)] +2L[e"]
Lly®)) = Ll@®) -t = Llz@®)] - L[

Daje to (przy oznaczeniu Z(s) = L[x(t)],7(s) = L[y(t)] oraz po uzyciu odpo-

wiednich wzordw):
{ s7(s) =1 = Pls) + 35

sy(s) =1 = T(s)—
Teraz trzeba dowolna metoda rozwiaza¢ ten uklad réwnan, a co najmniej wy-
znaczy¢ jedng z niewiadomych Z(s) lub 7(s). Podstawmy wiec obliczone z pierw-
szego rOwnania

2
T(s) = sT(s) — 1 —
y(s) = sa(s) — 1 - —
do drugiego:
2s 1
2— _
—5— —1= - =.
s°T(s) — s - z(s) 2
Stad:
2s 1
2_DE(s)=s5+1 —
(2 = () = s+ 14+ —= —
s+1 2s 1




Teraz roztozymy powyzsze funkcje wymierne na utamki proste:

s—l—l_ 1

$2—-1 s—-1
25 B 2s A B C
G-D—-1) G-126+1) s—1 =12 s+1
1 1 D E F G

S 2(s2—1) _52(3—1)(5+1)_§+52+571+5+1'

Po niezbyt trudnych, choé¢ zajmujacych pewien czas, rachunkach (odsylam do
notatek z pierwszego semestru, hasto ,rozklad na ulamki proste”) wyliczymy
wspotezynniki:

2s 1/2 1 1/2

G-1)(s2—-1) s—1 (s-12 s+1
1 11212

s2(s2—1) 82 s—1 s+1’

czyli ostatecznie

(s) 1 n 2s 1 1 L 1 n 1
Z(s) = — = .
s—1 (s=1)(s2—=1) s%(s2—=1) s—1 (s—1)2 2
Teraz pozostaje tylko odwrécié¢ przeksztatcenie Laplace’a korzystajac ponownie
ze wzordéw z kartki. Réwnosé

n_at] __ Tl'
L[t"e] = 7(5 — oy
daje w szczegdlnosci
1 1 1
£ _ t_ _ =
L'[e]—s_l, Llte'] G2 L][t] =E

czyli

_ 1 1 1 . '

Llz(t)) =%(s) = +———+ = =Lle" +te’ +1].

s—1 (s=1)2 g2
Mamy wiec ostatecznie

z(t) = e + te +t.
Niewiadoma y(t) mogliby$my w zasadzie obliczy¢ analogicznie, ale musielibySmy
zné6w wykonaé sporo rachunkéw. Tymezasem z pierwszego z wyjsciowych réwnan
znajdujemy od razu

y(t) = 2/ (t) — 2e' = (e' + te' +1) —2e' = e + e +tef +1—2e" =te! +1.
Odpowiedz:

{ z(t) = (t+1)e' +1,
y(t) = tet +1.

Zadania egzaminacyjne ze wzgledu na ograniczony czas wymagaja krotszych
rachunkdéw, ale zasada jest ta sama.



