1 Rachunek zdan

1.1 Formuly rachunku zdan

Definicja 1 Formuly rachunku zdan budujemy ze zmiennych zdaniowych i spdj-
nikéw logicznych (funktoréw zdaniotwdrczych): falszu L, prawdy T, negacji —,
koniunkcji A, alternatywy V, implikacji — i rownowaznosci <, w nastepujocy
$pos6b:

1. Symbole L i T sq formulami rachunku zdan.

2. Kazda zmienna zdaniowa jest formulq rachunku zdan.

3. Jezeli ¢, b1 i Po sq formulami rachunku zdar, to sg nimi takze: =@, (o1 A
$2), (91 V #2), (91 — ¢2), (¢1 < ¢2).

4. Wszystkie formuly rachunku zdan mozna zbudowaé przy pomocy regut
optsanych w punktach 1-3.

Zmienne zdaniowe bedziemy oznaczaé literami: p, q,r, s itd., czesto z indeksa-
mi: p1,p2 itd. Formuly zdaniowe bedziemy oznaczaé literami: ¢, 1, p itd., czesto
rowniez z indeksami: ¢1, ¢o itd. Dla wiekszej czytelnosci bedziemy w formulach
opuszczal czesto nawiasy, zakladajac nastepujacq kolejnosé wigzania (od nagsil-
niejszego do najstabszego): =, \,V, —, <, przyjmujgc, ze N,V i < lgcza w lewo
tj. np. pV rV s oznacza (pV r)V s. Natomiast < lgczy w prawo (p — r — s
oznacza p — (r — s)). Stad pV gV r As oznacza (pV q) V (r As)

Definicja 2 Wartosciami logicznymi nazywamy symbole 0 i 1, ktore interpretu-
jemy jako falsz i prawde. Na zbiorze wartosci logicznych {0,1} okreslamy dzia-
lania =, A\, V, —, <> w nastepujacy sposob:

X| Y| XANY | XVY | X—>Y | XY | =X

01 0 0 0 1 1 1

0| 1 0 1 1 0 1

110 0 1 0 0 0

1|1 1 1 1 1 0
Definicja 3 Waluacjg nazywamy dowolny cigg o = (wi,ws,...) wartodci lo-
gicznych.
Definicja 4 Niech o bedzie waluacjg i niech p1,ps, ... bedg zmiennymi zdanio-

wymi. Dla dowolnej zmiennej p; niech o(p;) = w; oraz, jesli ¢, sq zdaniami i
okreslone sq juz wartosci o(¢), o (), to

1. O’( )—1

3. 0(¢A¢)—U(¢) o(¥),
4. 0@V Y) =0(d) Va(y),
5.0(¢p =) =0(¢) = a(¥),
6. 0(¢ =) =0(¢) < o),
7. o(—¢) = —o (o).



UWAGA: Dla waluacji ¢ = (wy,wa, ...) i formuly ) = ¥(p1,2;..on ), prezez b
oznaczamy wyrazenie w ktorym w miejsce p1, Pz, ..., Pn wstawiamy odpowiednio
wy, Ws, az do wy,.

Przyktad 5 Niech 0 = (1,0,0,1,0,0,...) i niech ¢ = (p2 V p1) A ps. Wtedy
o(¢) = ...

Definicja 6 Formula jest: (i) spelniona przy danym warto$ciowaniu zmien-
nych, jezeli przy tym wartoSciowaniu ma ona wartosé T ;

(1) spetnialna, jezeli istnieje warto$ciowanie zmiennych, dla ktdrego ta for-
muta jest speiniona;

(iti) prawdziwa (jest tautologiq), jesli jest spelniona dla kazdego wartoscio-
wania zmiennych;

(iv) sprzeczna, jesli nie jest spelniona (ma warto$é L) dla Zadnego warto-
sciowania zmiennych.

Przyklad 7 (Skrdécona metoda zerojedynkowa) Rozwazmy formule

¢=(p—-q — ((-p—q) —q).

plalp|q|P—=—q|p—q|(p—q) —q|¢
ol o 1] 1 1 0 1 1
ol 1] 1] 0 0 1 1 1
110l 0] 1 1 1 0 0
i1 0] 0 1 1 1 0

Przeglad najwazniejszych tautologii
Uzywamy dla uproszczenia liter p, q,r, ... zamiast p1, po, ...

(i) idempotentnosé: (p Ap) < p, (pVp) < p

(ii) przemiennosé: (p Aq) < (¢Ap), (PVaq) < (¢Vp)

(ili) tacznodé: (p A (gAT)) < (PAg) AT),(pV (gVT)) < ((PVa) Vr)

(iv) rozdzielnoéé: (pV (gAr)) < (pV@A(VT) (PA(gVT)) < (PAQ)V (DAT)

(v) podwéjna negacja: —(—p) <> p

(vi) prawo wylaczonego srodka: —(p A —p)

(vii) brak trzeciej mozliwosci: p V —p

(viii) prawa de Morgana: —(p A q) <> (-pV —q), =(pV q) < (=p A =q)

(ix) przechodnio$¢ implikacji: ((p — ¢) A (g — 7)) = (p — 1)

(x) eliminacja implikacji: (p — q) < (—pV q)

xi) eliminacja réwnowaznosci: (p < q) < ((p — ¢) A (g — p)),
peq) < ((PAQV(opA—g)

Definicja 8 Podstawieniem formuly ¢ w miejsce zmiennej zdaniowej p nazywa-
my przekszatalcenie, ktére formule ¢ przyporzedkowuje formule powstalq przez
wstawienie formuly ¢ w kazde miejsce wystgpienie zmiennej p w formule ¢.
Formalnie:

plp/v] =



alp/¥) = q, dla q #p

(=9)[p/¥] = ~(olp/¥])

(91 V ¢2)[p/Y] = (d1[p/¥]) V (d2[p/?])
(61 A 92)[p/¥] = (P1lp/Y]) A (@2[p/¥])
(61 — d2)[p/Y] = (D1[p/¥]) — (@2[p/¥])
(1 = ¢2)[p/Y¥] = (D1p/Y]) < (2[p/¥])

Przyktad 9

(r—pAglp/g—pl=(¢—p) — (@—p) Ag

W podobny sposob definiojemy podstawienie formul w miejsce kilku zmien-
nych.

Lemat 10 (Lemat o podstawieniu) Jezeli formula ¢ jest tautologig, to dla do-
wolnej zmiennej p i dowolnej fomuly 1 formula ¢[p/v] jest tautologiq.

Dowéd. Niech ¢ = ¢(p1,p2,- .., pn) oraz niech i bedzie takie, ze p = p;. Dla
dowolnej waluacji o niech o, oznacza waluacje dla ktérej w; = o(¢) oraz dla
J # @ niech odpowiedni element w ciaggu o bedzie réwny w;.

mamy U(¢[p/¢]) = ¢(w17 CE wi—lvg(ﬂ})a Wit1s--- ’wn) = U¢(¢) =10

1.2 Reguly wnioskowania

Definicja 11 Powiemy, Ze zdanie ¢ wynika ze zdan 1,...,%, (zapisujemy
{1, ..., ¥n} E @) jesli dla dowolnej waluacji o takiej, ze o(¢1) = ... = o(¥,) =1
mamy o(p) =1

Wyrazenie postaci {i1,...,0n}+ E ¢ ktére sg prawdziwe nazywamy regulamsi
wnioskowania

Twierdzenie 12 Nastepujgce sformutowania s¢ réwnowazne:

1. {1, ..., v} Ep
2. (V1 AP N Nhyp) = @

Dowéd: (1) — (2): Zakladamy, ze {¢1,...,%,} F ¢. Musimy pokazaé, ze
(01 A g A ... Athy) — @ jest tautologia. Rozwazmy zatem dowolng waluacje o
(Y1 ANba Ao ANhp) — ) = (0(P1) A oo Aa()) — o). Jedli o(ih1) = ... =
o(,) = 1, to z zalozenia o(p) = 1 co koficzy te cze$é dowodu.

(2) — (1): Zakladamy, ze (Y1 A 2 A ... A,) — ¢ jest tautologia oraz
rozwazamy dowolng waluacje dla ktorej o(¢1) = ... = o(¢,) = 1. Punkt 2.
otrzymujemy korzystajac z operatora —.H

Twierdzenie 13 Pewne requly wnioskowania:
(i) {p} Fp
(i) {p,—p} F q
(i) {p,q} FpAq
(iv) {pANq} Fp
(v) {p,p — q} F q (modus ponens)
(vi) {p — q,—q} E —p (modus tollens)
(v){pVa,~pVa}Fq



Dowody wprost:

Polegaja na pokazaniu, ze z zalozen twierdzenia wynika jego teza

Przyklad: Jedli @ > 0,b > 0 oraz a® + b? > 3, to (a + b)? > 3

Dowody nie wprost:

Wykorzystujemy tautologie (—g — —p) — (p — ¢) lub jesli ktos woli regule
{—q — —p} E p — q. Czyli falszywosé tezy pociaga falszywosé zalozenia

Przyktad: Jedli 2 nie dzieli sumy dwdch liczb naturalnych, to przynajmniej
jedna z tych liczb jest nieparzysta.

Dowody przez sprowadzenie do sprzecznos$ci

Regula opiera sie na tautologii ((¢» A —p) — L) — (¢ — @)

Przyklad: Jesli 22 = 3, to x nie jest liczba wymierna. Korzystajac z reguty
rozwazanej trzeba pokazaé, ze zalozenie “z? = 3 i x jest liczba wymierng”
prowadzi do sprzecznosci.

Dowody przez rozwazenie przypadkéw

{p—ap—atFq

Przyktad: Dla dowolnej liczb rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwnosé x <
|z



