ELiTM 0 Indukcja

Zasada minimum Kazdy niepusty podzbiér liczb
naturalnych zawiera liczbe najmniejsza.

Zasada indukcji Jezeli

(1) istnieje ng € N takie ze T'(ng) jest prawdziwe;
(2) z faktu, ze T'(n) jest prawdziwe dla n > ng
wynika, ze T'(n 4 1) jest prawdziwe;

to T'(n) jest prawdziwe dla kazdego n > ny.

Zasada silnej indukcji

Jezeli z faktu, ze T'(ng), T'(no+1),...T(n—1),T(n)
sa prawdziwe wynika, ze T'(n + 1) jest prawdziwe,
to T'(n) jest prawdziwe dla kazdego n > nyg.

Udowodnié¢ indukcyjnie wzor:

0.11-2142.2243.234 .. 4n-2" =2+ (n—1)2"F1

025 +55+57+-+
0312422432 4. .2 =" 4o 11

0413 +234+ 3 +...n3 = 1(1+n)*n?
0.51:2+42:3+3-4+...+n-(n+1) = in(n+1)(n+2),
0.6 23 +43 +...(2n)3 = 2n%(n + 1),
0.71-114+2-214+3-3+...n-nl=(n+ 1) -1,
081+ J5+ Jo ot = > Vi, n>2

0.9 n3 < 4,

0.10 3" > n22,

0.11 5n < n?—3 dlan > 6,

0.12 85" 42371 41,

0.13 8J11™ — 37,

0.14 11]26n+L 4 3242

0.15 133|117+2 4 122n+1

0.16 9]4™ 4 24n — 1.

an—1

2ap-1+1"

0.19 Dany jest ciagag € R, a, = Napisaé

i udowodni¢ ogdlny wzor ciagu.

0.20 Sadzamy 2n dzieci do n wagonikéw po dwoje.
Na ile sposobéw mozna to zrobié¢?

0.21 Na ile najwiecej kawaltkéw mozna podzieli¢ pizze
przy pomocy n cie¢. Znalez¢é rekurencyjna zaleznosé
oraz wzor ogdlny, udowodni¢ indukcyjnie poprawnosé
tego wzoru.

0.22 Udowodnié, ze aby potamaé czekolade o wymiarach
p na r aby byly same kawaltki 1 na 1 potrzeba p -

r —1 zlaman oraz ze ta liczba nie zalezy od sposobu
tamania.

0.23 Udowodni¢, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb
pierwszych.

0.24 Udowodni¢ indukeyjnie, ze kazda liczbe naturalng
wieksza od 1 mozna w sposob jednoznaczny przedstawic
jako iloczyn liczb pierwszych.

0.25 Udowodnié, ze liczy Fermata F), sa wzglednie
pierwsze. F,, = 22" + 1 dlan > 0.

0.26 Udowodnimy indukcyjnie, ze wszystkie koty sa
tego samego koloru. Krok pierwszy: Wezmy jednego
kota. Jest on tego samego koloru co on sam.

Krok indukcyjny: Zalézmy ze kazde n kotow jest
tego samego koloru. Pokazemy, ze wtedy kazde n+1
kotéw jest tego samego koloru.

Wezmy n + 1 kotéw. Bez pierwszego bedzie ich n,
zatem sa tego samego koloru na mocy zalozenia
indukcyjnego. Bez ostatniego tez jest ich n, wiec sa
tego samego koloru. Srodkowe koty nie zmieniaja
koloru, wiec wszystkie n + 1 musza mie¢ ten sam
kolor. Na podstawie indukcji matematycznej wykazaliémy,
ze wszystkie koty maja ten sam kolor.

Jaki to kolor?

0.17 Udowodni¢ indukcyjnie, ze suma katow wewnetrz-

nych dowolnego n-kata wynosi (n — 2).

0.18 Niech A = {n € N : 2|n? — 3n + 3}. Wykazad,
ze jeSlin € Aton+1 € A. Znalezé dowolny element
zbioru A.



ELiTM 1 Logika

1.1 Obliczy¢ wartosé logiczna;:

a) [(0A1)V(1V0)]< (0=1)
b)[(1=0A0=1)]=(1<0)
c)(0=1)=[(1=0A~(1=0)]

1.2 Rozwiazaé¢ réwnania dla z,y,z € {0,1}:

a) [(xVy) = (zAy)|rx=1 ) [(zVvy) =z]er=1

b) [(zVy)=z]<y=0 d)[(zVvz)=yleyn(zVz)]=0
e)(~u=(avryY) ANz (~2)A(~ru)sv)=1, f)ze=y)Vy=2)ViEz=t)V(E=2x)=0.

1.3 Sprawdzi¢ czy podane formuly sa tautologiami. Zapisa¢ podane formuty w postaci disjunktywno-
koniunktywnej czyli w postaci: oy Vas V... Vay gdzie aq, .., o sa koniunkcjami zmiennych oraz zaprzeczen

zmiennych.

a) (pV ~ @) A(~pVg)A(pVq)A(~pV~q)
b)lp=(g=7)]=[p=q9=(p=r)
olp=qg=rl=[p=r)=(@=r)

d) [(p=q=0T=q]=I[p=r)=q)
JIp=q) =~p=r]=[~{@=r)=(=9)]
) [(p=~q) =~pl=[p= (4= p)

g) ~[(pVvagvr)= (~pA~qgh~r)

h) (pAgh~r1) & [(~p=~q) V]

)

f

1.4 Niech ®,,(p) :== (... (((p = p) = p) = p)...) = p, gdzie n jest liczba wystapien zdania p. Dla jakich
n wyrazenie to jest tautologia?

1.5 Pokazaé, ze jesli formula a =~ [ jest tautologia, to dla kazdej v, formula (a A B) = v tez jest
tautologia.

1.6 Pokazaé, ze jesli formuly o < v i § < § sa tautologiami, to jest réwniez tautologia wyrazenie

(@A B) & (Y AD).

1.7 Pokazad, ze jesli prawdziwe sa: wynikania p; = q1,...,pn = ¢, oraz zdania (p1 V...V py) i~ (¢; Agj)
dla i # j, to prawdziwe sa tez wynikania q¢; = p1,..., ¢ = Pn.

1.8 Zdefiniowaé negacje, alternatywe, koniunkcje, implikacje oraz réwnowazno$é¢ przy pomocy:

a) Funktora Sheffera |, gdzie p | ¢ < ~p V ~ ¢

b) Funktora Peircea |, gdziep | ¢ ~p A ~¢q

Wykazadé, ze to jedyne dwa funktory dwuargumentowe, przy pomocy, ktorych mozna zdefiniowaé¢ podane

funkcje logiczne.

1.9 Czy dane zdania sa prawdziwe?

a) Jesli Krysia studiuje na PW i Krysia lubi ELiTM to Krysia z ELiTMu ma piatke lub Krysia studiuje
na PW.

b) Jedli Krysia studiuje na PW i Krysia lubi ELiTM to Krysia z ELiTMu ma piatke i Krysia lubi ELiTM.
c¢) Jedli Krysia studiuje na PW i Krysia lubi ELITM to Krysia lubi PW lub tez jeli Krysia lubi PW i
ELiTM to studiuje na PW.

d) Z faktu, ze pan A idzie w kapeluszu jesli pan B idzie do teatru wynika, ze jeden z nich idzie do teatru.
e) Jezeli figura A jest czworokatem i A ma wszystkie katy réwne, to z faktu, ze A jest czworokatem
wynika, ze A ma boki réwne.

f) Jezeli liczba a dzieli sie przez 3 i dzieli sie przez 5, to z faktu, ze a nie dzieli si¢ przez 3, wynika, ze a

nie dzieli si¢ przez 5.



ELiTM 2 Rachunek predykatow

2.1 Czy podane zdania sa prawdziwe? (uwaga pytanie moze by¢ podchwytliwe) Zmienne oznaczaja liczby

rzeczywiste.

a) (Jy) y> <0, b) Vady x -y = x, c)Vedyz -y =1y, d) Ve z -y = =z,
e) WNrx-y=uy, fyVaedyx-y=1, g) Ve x-y =0, h) Ve z -y =1,
i) (Vo)zy =1, j) (Ve)zx e =2 >0

2.2 Sprawdzi¢, czy prawdziwe sa nastepujace formuty:

a) (Vz)(p(z) = q(x)) = ((Vz)p(z) = (Va)q(2)),

b) (Va)(p(x) < q(x)) = (Vz)p(z) < (Yz)q(z)),

) (Vx)p(x)) = ) (Fz)(p(x) = v), gdzie ¢ nie zawiera = jako zmiennej wolnej,
d) (Vy)(Ez)d(z,y) = (Fz)(Vy)d(z,y),

) ((Fz)(o(x) = ( ) = (Bz)é(z) = (Fx)¢(x)).

o

@

2.3 Sprawdzi¢, czy nastepujace formuly sa tautologiami:
a) ((Vz)o(z) & (Va)i(z)) = (Va)(d(z) & ¥(z)),

b) (Vz)op(x) = (Vo)v(x)) = (Vo) (d(2) = ¢ (x)),

c) ((F2)(d(z) & () = ((Fr)o(z) & (3x)(z)).

2.4 Czy formuly (Vz)é(z) = (Fx)v(x) i (Fz)(o(x) = ¥ (z)) sa rébwnowazne?

2.5 Przeksztalcié¢ nastepujace formuty tak, aby wszystkie kwantyfikatory znalazty sie na poczatku formuty:

a) (Vo) (3y)o(z,y) = (Jy)(Vo)d(z,y),
b) ((3z)(¢(x) = ¥(2))) = ((Bz)p(z) = (Fr)Y()),
¢) (Fz)d(z) & (Vo)ib(z,y).

2.6 Zdanie
~ (Vo) (Jy) (V2)((¢(z, y, 2) = ¥(2,y,2)) V (2, y,2))

przeksztalci¢ rownowaznie tak, by ze spdjnikéw zdaniowych wystepowaly w nim jedynie negacja i koniunkcja.

2.7 Udowodni¢ podane formuty dla kwantyfikatoréw ograniczonych, korzystajac z tautologii dla kwantyfikatoréw
nieograniczonych.

a) [(VI)a(2)@(2) A (V) () ¥ ()] & (V) a(a) ((x) A ()

b) ~ (Hx)a(x)¢($) A (vx)a(ac) ~ ¢()

2.8 Podaé interpretacje symbolu « tak aby podane zdania byly prawdziwe (1), nieprawdziwe (2)

a) (3z)(Vy)a(z, y)

) (Va,y, 2)[a(z,y) Ay, 2) = alz, 2)]
c) (Vz,y)a(z,y) < (¥ )a(z,w)

d) (3z)(vy)a(z,y) =

o

2.9 Podane zdania zapisaé jako formutly rachunku zdan. Mozna uzywaé¢ symboli: spjnikéw logicznych,
kwantyfikatoréw, zmiennych bedacych liczbami naturalnymi oraz symboli podanych w nawiasach, (mozna
tez definiowaé symbole pomocnicze).

a) = jest podzielnikiem y (symbole: =, <, ),

b) z jest liczbg pierwszqg (=,<,-,1),

¢) dowolne dwie liczby majg najmniejsza, wspdlng wielokrotnosé (=,<,-),

d) dowolne trzy liczby majg najwiekszy, wspdlny podzielnik (=, <, ),

e) nie istnieje najwieksza liczba (<),

f) nie istnieje najwieksza liczba pierwsza (=, <,-),

g) istnieje najwieksza liczba parzysta (=, <,+),

h) miedzy dwiema liczbami parzystymi istnieje liczba nieparzysta (=, <,+, 1),



i) kazda liczba, ktéra jest suma dwoch kwadratéw jest podzielna przez 3 (=, +,-),
j) kazda liczba parzysta jest sumq dwdch kwadratéow (=,-,+),

k) istnieje liczba o trzech podzielnikach (=,-),

1) miedzy 10 a 20 istnieje dokladnie jedna liczba pierwsza (=,<,-,1,10,20),

m) istnieje liczba, ktora nie jest kwadratem liczby nieparzystej (=,-,+),

n) dla kazdej liczby nieparzystej istnieje wieksza od niej liczba parzysta (<, +),

0) iloczyn liczb pierwszych jest sumgq trzech liczb pierwszych (=,<,-,+,1).

2.10 Polecenie jak wyzej z ta réznica, przy czym dla zmiennych oznaczajacych liczby rzeczywiste:

a) nie istniejg ujemne kwadraty (<, -,0),

b) iloczyn dwéch liczb o réznych znakach jest liczbg dodatnig (<, -,0),

¢) kazda liczba dodatnia ma kwadratowy pierwiastek (=,<,-),

d) kazde réwnanie liniowe ma rozwigzanie (=,0,-,+),

e) kazde réownanie liniowe ma jednoznaczne rozwigzanie (=,0,-,+),

f) istnieje wielomian stopnia 2 o dokladnie dwdch rozwigzaniach (=,0,-,+),

g) kazdy uklad dwdch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi ma jednoznaczne rozwigzanie (=,0,-,+),
h) zbior liczb rzeczywistych jest zamkniety ze wzgledu na dzielenie (=,>,-,0).

i) jesli liczba ma pierwiastek kwadratowy to jest dodatnia (=,>,-,0).



ELiTM 3 Zbiory

3.1 Ile jest réznych zbioréw posréod podanych:
{1,2,3,1,3,2,4}, {1,3,4,v4,2-3}, {2,2,3,4, (-1)%,3 + 1},{1,2,3,4}.

3.2 Niech p(z), ¢(x) beda wielomianami o wspétczynnikach rzeczywistych i niech r(z) = p?(x) + ¢*(x).
Jakie relacje inkluzji zachodza miedzy zbiorami pierwiastkéw tych wielomianéw.

3.3 Czy prawdziwe jest zdanie
a) {0.{0}} < {0, {{0}}, {{0. {0} }}}
b) {0,{0}} € {0, {{0}},{0,{0}}}
) {0, {01} € {0, {{0}},{0,{0}}}
0
0

o

d) {0, {0}} € {0, {{0}}, {{0,{0}} }}
) {0, {033} € {0, {{0}}, {{0, {0} }}}

3.4 Niech
a) A={{X},0}iB={0{{0} {{0}}}, {0, {{0}}},{0}}.
b) A={X,{0}}iB={{0,{{0}}}, {0}, {{{0}}, {0}}}.

Jakiemu zbiorowi musi by¢ réwny X, by A € B? A jakiemu by A C B?

{
{
{
{
{

@

3.5 Podaé przyktad zbioru dwuelementowego takiego, ze kazdy jego element jest réwniez jego podzbiorem.

3.6 Czy jest prawda dla wszystkich a, A, B, A?
a)jeSiac AiAec Atoa e A?
b)jesliae Ai A= B toac€ B?
c)jesliae Ai A# Btoa¢ B?
d)jesliag Ai A# Btoa€ B?
e)jesliae AiAC Atoa e A?
fyjesiaCAi Ac Atoa € A?

3.7 Udowodnié¢ na podstawie definicji:
a) ACB< AUB =B,

c) ACXABCX=AUBCX,
d)YCAANY CB=Y CANB,
e)YCAANYNB=0=Y CA-B,
fYy ANBCC& AC(—-B)uC,

gl ACBUC < An(—B) CC.

3.8 Jakie relacje zachodzg miedzy zbiorami A i B jesli:
a) AUB =10,

b) A— B =10,

c) A—-B=B-A.



3.9 Czy podane rownosci sg prawdziwe. Prawdziwe udowodnié¢. Dla fatszywych podaé kontrprzyktad oraz
zaleznos$ci miedzy zbiorami A, B, C' aby rownosci byty prawdziwe.
a)A\[(B\C)U(C\B)=ANn(BU-C)Nn(CU-B),
b)(A\C)U(BNC)=(AuC)N(BUA),
)AU(B—-C)=[(AUB)-ClU(ANCQC),

d) [(ANB)\ ClU[(ANC)\ B] = [AN (BUC)]\ (BNC)

) {[(AUD)NC]UB}\ D = [(A\ D)NC|U(IB\ D),

0 {[(AND)UC]NB}\ D = [(A\D)UC]N(|B\ D),
g(ANB)U(C\D)N(D\ )= (CND)\ (AUB).

h) Ax (BUC)=(Ax B)U(Ax (),

) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC),

) Ax (B—C)=(AxB)—(AxC),

k) ( AxY)N(BxX)=AxBdlaACX,BCY,

) Ax B=BXxA,

m) (AN B) x (CND)=(ANC) x (BN D),
2XﬂY 2Xﬂ2Y

o

@

n)
O) QXUY — 2X U QY’

3.10 Niech A+ B = (A — B)U (B — A). Udowodni¢, ze
a) A=B< A+ B=1,

b) A-CC(A+B)U(B=+0C),

c) A (B C)=(A+B)+C,

d) (A+B)U(ANB)=AUB.

3.11 Wyznaczy¢ X jesli A— X = Boraz X — A=C.
3.12 Niech —A = X\ A,—B =Y \ B. Wyrazi¢ —(A x B) za pomoca —A,—B, X,Y.

3.13 Przedstawié¢ podane zbiory jako iloczyn kartezjanski:

a) Kwadrat na plaszczyznie o boku o wierzchotkach (-1,4), (2,4),

b) Szescian w przestrzeni o krawedzi o wierzchotkach (2,1,-2), (2,1,3),
c¢) Walec wysokosci 1 i podstawie o promieniu 1.

3.14 Czy kule mozna przedstawi¢ jako iloczyn kartezjanski ?



ELiTM 4 Sumy i przeciecia rodzin zbioréw

4.1 Znalez¢ (;cy Ai dla podanych rodzin zbioréw:

a) Ai = (0; 77); b) Ai = (0; 77), c) Ai = [0; 77), d) Ai = (i;00)
e) Ay ={(x,y) ER* 1z +y < 77} f) Ai={(z,y) e R* 12,y > 0,y < 2’}

4.2 Zmalez¢ |J;cn Ai dla podanych rodzin zbioréw:

a) Al:(Z,OO), b) A _(7,_1,-1’1_1'4_%]; ) C AZ:(_%Z% d) A,L:(Z,OO),
e)A’L: (%,y)€R2$+y<Z}, f)Al:{(x7y)€R2x+y<z+%v

{
h) A; = {(z,y) eR*: 2,y > 0,y < '},

4.3 Wyznaczy¢ U, My Xap, NaUp Xaps Ny Us Xaps, Up Na Xap dla podanych rodzin zbioréw:
a) ab—{(a:y)ER2 0<z ANOSy AN§+E<1},a,beR, a,b>0,

b) Xop = {(2,y) ER?:y < ax +b}, a,b €R,

c) ab—{(x y) ER? 1y <ax(r—0b)}, a,b €R, a,b> 0,

<a
d) Xop ={(z,y) e R? : y > Ha(x — 2b)}
e) ab—{(azy)E]RQ 0<z NO<y /\"” +7;2<1} a,beR, a,b>0,
f) Xap={z€eR:a—;<z<a+i 1Y 4z beN— {0},

g) ab—{(m,y)6R2.0<y\ax2+b},a,beR, a<0,b>0,
h) ab—{(%y)€R2¢y=a($—b)3+b},a,b€R, a,b>0,
i) X, {(a:,y)ER+2:a:U2<y<v3ab2}, a,beR, a,b>0,

4.4 Niech C' bedzie okregiem o promieniu 1 i érodku w poczatku uktadu wspotrzednych. Dla punktu x € C
niech [, oznacza prosta styczna do C przechodzaca przez x, a R, otwarta pdélplaszczyzne zawierajaca
poczatek ukladu wspétrzednych wyznaczona przez l,. Znalezé: a) (yec Rzs b) Npec— {0} L, gdzie xg €
C, ¢) Neec—c, ey gdzie Cp jest pewnym tukiem C.

4.5 Wyznaczy¢ J;cg Ai oraz (;cq As.

4.6 Jakie relacje inkluzji zachodza pomiedzy zbiorami 7 Dla inkluzji przeciwnych pokazaé¢ kontrprzyktad.
a) Uier Ai NUier Bi 1 Uier(Ai N B;)

b) Mier 4i UNier Bi i Nier(4i U By)

¢) Uier(Ai = Bi) i Ujes Ai — Nier B

d) Mier(4i U=B;) i Nier Ai U —Uies B

4.7 Niech (A4; : i € N) bedzie ciggiem zbioréw. Skonstruowacé ciag zbioréw (B, : ¢ € N) taki, ze B;NB;j =0
dla i # j i UU; B; = U; Ai. Jak zmieni sie konstrukcja jesli zalozymy Ag C A1 C Ay C...7

4.8 Udowodnié, ze jesli Ag D Ay D AsD...iBy2B12ByD...t0 ﬂiEN(Ai UBZ) = niEN A; U ﬂiGN B;.

4.9 Udowodnié, ze
a) (Ujer 4i) x (UjeJ Bj) = Uier UjEJ(Ai x Bj),
b) (Mier Ai) X (Njes Bj) = Nier Njes(4i x Bj),

4.10 Znalez¢ nieskonczong rodzine X podzbioréw N taka, ze X = () oraz (Y # 0 dla dowolnej wiladciwej
podrodziny Y rodziny X.



ELiTM 5 Relacje

5.1 Niech A = {a,b,c,d, e}. Relacje R zdefiniujmy jako:

R = {(a,a),(a,b),(b,c), (b,d),(a,d),(c,d),(e,e),(a,c),(e,d)}. Narysuj graf tej relacji. Czy relacja jest
zwrotna, symetryczna, przechodnia, antysymetryczna, przeciwzwrotna? Jak nalezaloby uzupelnié¢ relacje,
lub ktére pary z niej usunaé, zeby miala wczeéniej wymienione wlasnosci?

5.2 Zaznacz w tabeli, ktére z wymienionych relacji sa zwrotne, symetryczne, przechodnie, antysymetryczne
i przeciwzwrotne :

’ H zwrotna | symetryczna | przechodnia | antysymetryczna ‘ przeciwzwrotna ‘

— (I[N ]

SIS RS ERES R

Gdzie:

=, #, <, < okreslone sa na zbiorze N i zdefiniowane zgodnie z przyjetym znaczeniem
C oznacza zawieranie w zbiorze podzbioréw zbioru N

| oznacza relacje podzielnosci na zbiorze N — {0}

| i L oznaczaja prostopadlo$é i réwnoleglo$¢ prostych na plaszczyznie
xSy < x jest synem y

Py < x jest potomkiem y

rKy < x iy maja wspélng babke

() oznacza relacje pusta

F oznacza relacje pelna

xAy < 2|x 4+ y gdzie z,y € Z,

xBy < 3|z +y gdzie z,y € Z

xCy & 3|z —y gdzie x,y € Z

xMy < nlz —y gdzie x,y € Z i n jest ustalona liczba naturalng

xDy < xy = 4 gdzie z,y € R

zEy < |z| = |y] gdzie z,y € R



5.3 Podaé przyktady relacji ktéra jest:

a) przeciwzwrotna i symetryczna, ale nie jest przechodnia,
b) przechodnia i symetryczna, ale nie jest zwrotna,

c¢) przechodnia i zwrotna, ale nie jest antysymetryczna.

d) symetryczna i przechodnia, ale nie jest zwrotna.

5.4 Ktore sposrod podanych relacji sa relacjami rownowaznosci. Podaé klasy abstrakeji.

a) dla x,y € Z, x ~ y & xy jest liczba parzysta,

b) dla z,y € Z, x ~ y < xy jest liczba nieparzysta,
c)dlaz,yeR e~y (FqeQ)z-qg=y.

d)dla z,y € R, x ~ y & = — y jest postaci a + bv/2, gdzie a,b € Q,
e)dla A,BCZ, A~ B & A+ B jest zbiorem skonczonym,

f)ydla A,B C{1,...,100}, A ~ B < |A + B| jest liczba parzysta,
g)dla A, BCZ A~B& ANB =0,

hydlaz,yeR, z~y<slz—y|<l,

i) dla (z,v), (z,u) € R% (z,y) ~ (u,v) & 22 + 9% = 22 + 42,
j)dlaA,BCX,A~Be AU-B=X,

k)dla A,B,CC X, A~B< ANBDC,

1) dla p,q € R[z] p ~ ¢ < p(x) - q(x) jest wielomianem parzystego stopnia.

5.5 Niech Ri.S beda relacjami réwnowaznosci w zbiorze X . Czy RUS and RNS sg relacjami réwnowaznosci
7 Jesli tak to jakie relacje inkluzji zachodza pomiedzy ich klasami abstrakcji.

5.6 Niech X = {[n;n+ 1) : n € Z}. Zdefiniowaé relacje réwnowaznosci ~ tak, aby R/ = X

Zlozenie relacji definiuje sie nastepujaco: xS o Tz < Jy xTy AySz

5.7 Znalez¢ ztozenie relacji Ro R dla =,<,1,S

5.8 Znalez¢ relacje L o ||, So B i Bo S gdzie S jest zdefiniowana w zadaniu 2 a By < z jest bratem y.
5.9 Udowodnié, ze R jest relacja przechodnia, wtedy i tylko wtedy gdy Ro R = R.

5.10 Udowodnié, ze R jest relacjg symetryczng wtedy i tylko wtedy, gdy R~ = R.

5.11 Niech R bedzie relacja réwnowaznoéci. Czy R™!, R o R sa relacjami réwnowaznosci ?

5.12 Opisaé wszystkie relacje, ktére jednoczeénie sa symetryczne i antysymetryczne.

5.13 Dla binarnej relacji R w zbiorze X oraz podzbioru Y C X niech R}y bedzie relacja w Y zdefiniowana

nastepujaco

Ktoére z wlasnosci relacji R sa dziedziczne na Ry 7
5.14 * Dla binarnej relacji R w X i z,y € X niech xSy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoniczony ciag

T1,T2,...,Ty taki, ze v =z, 2, =y i x;Rz;41 dla kazdego i =1,2,...,n — 1.
Udowodnié, ze S jest najmniejsza relacja przechodnia zawierajaca R.



ELiTM 6 Funkcje

6.1 Ktére z podanych relacji sa funkcjami? Znalezé ich dziedziny i zbiory wartosci. Ktore z nich sa
roznowartosciowe?

a) dla z,y € R, xRy & 23 = y*,

b) dla z,y € R, 2Ry & £ =1,

c)dlaz,y,z€R, (z,y)Sz e +y+22=1

d) dla z,y € N, 2zUy < x jest najwigkszym pierwszym podzielnikiem y,

e) dla wielomianu p iz € R, pTx < p(z) =0,

fydla A, BC X, AFB< AUB=X1iANB =1,

g)dla AC N,z € N, AGx < x jest iloczynem wszystkich elementéw z A,

h) dla trojmianu o wspoélczynnikach rzeczywistych f 1 ACR, fVA< VreR)z € A< f(x) =1,
i) dla z,y € R, xVy@(HzeR)y:%'z

6.2 Dla funkcji f i podzbioru A jej dziedziny znalezé obraz f(A) i przeciwobraz obrazu f~!(f(A))

a) f(z) =22 dlaxz € R, A=[-2;3),
b) f(xvy) =z+tydlaz,yeR, A= {(070)7 (07 1)}
) flw,y) =57 dlaz,y eN, A={(1,2)}.

d) f(p) = p(1) dla wielomianu p o wspdlczynnikach rzeczywistych, A jest rodzina wszystkich funkcji
liniowych postaci az — a.

e) fz,y) = (z+y,r—y)dlaz,y e R, A= {(n,y) e R?: 2 = y}.

f) flz,y) =22 +y? dlaz,yc R, A={(z,y) eR?2: 1 <2 <2A0<y <1}

g) f(z,y) = max(x,y) dla z,y € R, A = {(v,y) € R?: 2% + ¢y = 1}.

h) f(n) = suma wszystkich pierwszych podzielnikéw liczby n dlan € N, A = {4,6},

) f(X)=XxXdlaXCR, A= {[-z;2]: z € R},

j) f(X)={r eR: (Fy)(z,y) € X} dla X C R?, A jest rodzing wszystkich zbioréw jednoelementowych.

6.3 Ktéra inkluzja jest prawdziwa? Prawdziwa udowodni¢, dla falszywej znalez¢ kontrprzyktad. Udowodnié
zachodzenie obu inkluzji w przypadku gdy f jest bijekcja.

a) AC f(f(A) czy fH(f(A) € A?

b) f(A)N f(B) € f(ANB) czy f(ANB) C f(A)N f(B)?

c) f(A) — f(B) € f(A—B) czy f(A—B) C f(A) - f(B)?

6.4 Niech X bedzie skonczonym zbiorem i niech f : X — X. Udowodnié, ze istnieje A C X takie, ze
F(4) = A.

6.5 Podane zdania zapisaé jako formuty rachunku zdan. Mozna uzywaé¢ symboli: spdjnikéw logicznych,
kwantyfikatoréw, zmiennych, oraz symboli: €, R,RF, <, <, =, -, +, —

a) Funkcja f jest rosnaca.

b) Funkcja f jest rosnaca lub malejaca.

c¢) Funkcja f jest ograniczona.

d) Funkcja f osiaga maksimum.

e) Funkcja f osiaga maksimum dokladnie jedno maksimum.
f) Funkcja f osiaga maksimum lub minimum.

g) Jedli funkcja osiaga maksimum to jest ograniczona od géry.
h) Funkcja rosnaca nie posiada extremum.

i) Funkcja rosnaca jest réznowartosciowa.

j) Funkcja ograniczona od géry nie musi mie¢ maksimum.

k) Nie istnieje parzysta funkcja rosnaca.



ELiTM 7 Zbiory Uporzadkowane

7.1 Narysowaé¢ diagram Hassego ponizszych zbioréw uporzadkowanych. Wskazaé, o ile istnieja elementy
minimalne, maksymalne, najmniejszy, najwiekszy.
a) | (podzielno$¢) w zbiorze (i) {2,3,4,...,15,16}, (ii) {p € Nt : p|96},
b) C (inkluzja) w

(i) zbiorze podzbioréw zbioru {1,2,3,4} o parzystej liczbie element6w,

(ii) w zbiorze {K((i,4),r;) : i = 0,1,...,n} kul otwartych o S$rodkach w punktach (i,i) oraz
promieniach r;, gdzie r; = 2v/2 dla parzystych i oraz r; = v/2 dla nie parzystych i,

(iii) w zbiorze {[n,n+i CR:n€{0,.,3},i e {1,..,4}}

7.2 Udowodnié¢ ze podane zbiory wraz z relacjami tworza zbiory czeéciowo uporzadkowane, narysowaé
diagramy Hassego, podaé¢ wzory na sup oraz inf par elementéw o ile to mozliwe.

a) ({[n;n+i:n=0,1,2,3;i =1,2,3}, xX), gdzie [a;0] = [¢;d] & b<cV]a;b] =]cd],

b) (P({1,..,4}), <), gdzie A< B< AC BAmaxB ¢ A,

c) ({k e Nt : k|144}, <), gdzie s Ky < Ji e Nt 2iz =y Vo =y.

7.3 Niech (P, <p) i (Q, <q) beda zbiorami uporzadkowanymi. Udowodni¢, ze relacja < okreslona w P x Q
zdefiniowanym nastepujaco: (a,b) = (¢,d) & a <p ¢ Ab <g d jest relacja porzadku. Narysowa¢ diagram
Hassego dla:

a) P =Q = {0,1,2,3}?, uporzadkowanych przez zwykla relacje <,

b) P ={a,b,c}, Q ={z,y,2}, gdziea <pb>p ¢,z >q y <g 2.

Jaka zaleznosé¢ zachodzi miedzy elementami minimalnymi (maksymalnymi) w Px( i elementami minimalnymi
(maksymalnymi) w P iw Q7

7.4 Niech P bedzie skonczonym zbiorem uporzadkowanym przez relacje <. Udowodnié¢, ze dla kazdego
elementu p € P istnieja elementy x,y takie, ze = jest elementem minimalnym w P, y jest elementem
maksymalnym w Pix <p<y.

7.5 Wskazaé zbior uporzadkowany o doktadnie jednym elemencie minimalnym i nie zawierajacy elementu
najmniejszego.

7.6 Wskazac zbiér uporzadkowany, ktory zawiera antytancuch dowolnej wielkosci, ale nie zawiera antytancucha
nieskonczonego.

7.7 Dla zbioru uporzadkowanego P i jego podzbioru X niech X*, X, oznacza odpowiednio {p € P : (Vx €
X)x<pli{pe P: (Vo€ X)p <z} Znalei¢ X*, X, (X*)., (Xi)* gdzie

a) P=Nz<yeux|y X =/{12,16,24},

b) P = P(A) uporzadkowane przez C, X = {B,C, D}, gdzie B,C,D C A,

c) X ={[2;3],[3;4]} w porzadku zdefiniowanym w zadaniu 7.2a).

7.8 Zmalezé 0* i (..
7.9 Niech X CY C P. Jakie relacje inkluzji zachodza miedzy X*, X, i Y™* Y,?

7.10 Jakie relacje inkluzji zachodza miedzy X i (X™*)., (X,)*?



7.11 Znalezé sup(z,y) i inf(x,y) (o ile istnieja) dla kazdej pary z,y € P w zbiorach:

7 8 9 8 9 1

e

7.12 Kiedy istnieje sup ) (odpowiednio inf ) w danym zbiorze uporzadkowanym ?

7.13 Udowodnié, ze jesli dla kazdej pary z,y elementéw zbioru uporzadkowanego P istnieje sup(zx,y) i
inf(z,y) to istnieje sup A i inf A dla dowolnego skonczonego zbioru A C P.

7.14 Niech P bedzie skonczonym zbiorem uporzadkowanym przez relacje <. Niech A(P) bedzie rodzina
wszystkich antychancuchéw w zbiorze P. Rozwazmy relacje < okreslona w zbiorze A(P) nastepujaco:

X=xYoe (VMreX)(TyeY)x<y.

Pokazaé, ze < jest relacja cze$ciowego porzadku.



ELITM 8 Moce zbioréow

8.1 Wykazaé¢ rownoliczno$é zbioréw A i B:

a) A - zbidr liczb calkowitych parzystych, B - zbiér liczb catkowitych nieparzystych;
b) A=NiB=NU{ai,as,...,a,}, gdzie a; ¢ N;

) A,B - dowolne dwa odcinki otwarte;

o

d) A - odcinek otwarty, B - odcinek jednostronnie domknigty;
) A,B - dowolne dwa okregi;

) A,B - dowolne dwa kola;

g) A - prosta, B - odcinek otwarty;

)

SR

h) A - prosta, B - pélprosta domknieta.
8.2 Udowodnié, ze jesli X ~Y to P(X) ~ P(Y).
8.3 Udowodnié, ze dla kazdego zbioru X, P(X) ~ {0,1}.

8.4 Udowodnié, ze rodzina wszystkich nieskonczonych ciagéw zero- jedynkowych jest rownoliczna rodzinie
wszystkich nieskonczonych ciggéw liczb rzeczywistych.

8.5 Jaka jest moc podanych zbioréw? OdpowiedZ uzasadnicé.

a) {v € N: 3 cpx = siny};

b) {x € R: Jyenz = Iny};

¢) {z € N: Jyerr = tgy};

d) {(z,y) € R? : y = 3z — 4};

) {z € R: (In € N)2" € Q};

f) rodzina roztacznych przedzialéw liczb rzeczywistych;

g) {xr eR: (3In e N)sin"z € Q};

h) rodzina wszystkich wielomianéw o wspotczynnikach wymiernych;

)

i) rodzina wszystkich nieskonczonych ciagéw o wyrazach rzeczywistych stalych od pewnego miejsca;
j) rodzina roztacznych kwadratéw na plaszczyznie;

k) {(z,y) e R:zy <1}

1) rodzina wszystkich skoficzonych podzbioréw Q;

m) rodzina wszystkich $cisle rosnacych ciagéw liczb naturalnych;
n) rodzina wszystkich $cisle rosnacych ciagéw liczb rzeczywistych;
o) {z € R: Jycrx = 2y};

p) {(z. > TERAYERAT =y}

Y{(z,y) :x €cRAycRAZZ +92 =1}

s) {(z, ) xeR/\yER/\x—y:3}.

) {z € R:tgl € N}.

-

T

8.6 Czy istnieje zbidr X taki, ze P(X) jest mocy Ro?



