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Rozdziat 1

Struktury algebraiczne.

Zajmiemy sie teraz zdefiniowaniem tak zwanych struktur algebraicznych. Beda
to zbiory z dzialaniami, ktére spelniaja pewne wlasnosci. Znanym nam juz przy-
ktadem—do ktorego jednak przejdziemy znacznie podzniej—sa przestrzenie li-
niowe.

W tekscie zaktadamy, ze 0 € N.

1.1 Podstawowe struktury.

Definicja 1.1.1. Magma nazywamy pare (A,x), gdzie A jest zbiorem, a * :
A% — A jest dwuargumentowa funkcja na A (nazywana tez dzialaniem). Dziala-
nie x na x,y € A zapisujemy x * y.

Czesto magme (A, x) bedziemy utozsamiaé ze zbiorem A i méwié, ze A jest
magma. Podobny zabieg wykonamy dla wszystkich kolejnych definiowanych przez
nas struktur.

Przyktad 1.1.1. (N4, +) (przez N; rozumiemy dodatnie liczby naturalne) jest
magma.

Przyklad 1.1.2. (Z,+) jest magma.

Przyklad 1.1.3. (Q, =) (przez Q4 rozumiemy dodatnie liczby wymierne) jest
magma.

Definicja 1.1.2. Pdlgrupa nazywamy magme (A, x), ze dzialanie x jest laczne.
To znaczy, ze
Vabeea ax(bxc) = (a*xb)*c.

Przyklad 1.1.4. (N, +) jest polgrupa.
Przyklad 1.1.5. (Z,+) jest p6igrupa.
Przyklad 1.1.6. (Q4,+) nie jest pélgrupa, poniewaz przyktadowo

1+(2+2):17££:(1+2)+2.
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6 ROZDZIAL 1. STRUKTURY ALGEBRAICZNE.
Dzigki lacznosci, dziatania w poélgrupach nie wymagaja nawiaséw. Przykla-
dowo, jesli (A4,-) jest pdlgrupa i a,b,c,d € A, to zapis
a-b-c-d (1.1)
jest jednoznaczny, bo
a-(b-(c-d)=(a-b)-(c-d)=(a-((b-¢c)-d)=... (1.2)

co niekoniecznie zachodzi w magmie. Wlasnosé te¢ mozna udowodni¢ indukcyjnie.
Jedli w poélgrupie dziatanie oznaczamy przez -, to zwykle nie bedziemy go
zapisywac. To znaczy, zamiast pisaé x - y bedziemy pisaé zy.

Definicja 1.1.3. Monoidem nazywamy tréjke (A, %, e), ze (A, %) jest pdlgrupa,
a e € A jest elementem neutralnym dzialania x, t.j. takim, ze

VocAaexT =T =1T*e. (1.3)

Element e nazywamy zwykle jedno$cig, jedynka lub zerem, zaleznie od
kontekstu. Jesli element ten bedzie wiadomy z kontekstu, to nie bedziemy o nim
wspominaé

Przyklad 1.1.7. (Z,+,0) jest monoidem.

Przykltad 1.1.8. (N, +) nie jest monoidem, bo nie jest tréjka, tylko para. Ale
nawet gdybysmy chcieli, to nie zrobimy z tego zbioru i dzialania monoidu, bo nie
ma dodatniej liczby naturalnej n, ze n + a = a dla kazdego a € N,..

Przyklad 1.1.9. Ciagi znakéw (stringi) z operacja konkatenacji i pustym cia-
giem tworza monoid.

Przyktad 1.1.10. (R2X2,~, [1 0}) jest monoidem.

0 1

Jedli ktos kiedy$ sltyszal lub uslyszy o powyzszym stwierdzeniu, czesto zar-
tobliwie przytaczanym jako ,proste” wytlumaczenie, czym jest monada, to za-
pewniam, ze jest ono prawdziwe. Chodzi tam jednak o inny monoid, znacznie
uogdlniony w stosunku do naszego.

Definicja 1.1.4. Grupa nazywamy czwérke (A, *,e,inv), ze (A, *,e) jest mo-
noidem, a inv : A — A jest funkcja przypisujaca kazdemu elementowi jego od-
wrotnosé, to znaczy spelniajacg warunek

Veca ¢ xinv(z) = e = inv(z) x x.

Podobnie jak w przypadku monoidu, jesli jednos¢ i funkcja odwrotnosci bedzie
oczywista, to nie bedziemy o niej wspominac.

Przyklad 1.1.11. Czwoérka (Q, +,0, (—)), czyli liczby wymierne z dodawaniem,
zerem i negacja, jest grupa.
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Przyktad 1.1.12. Uzywajac uproszczonej terminologii, zbiér
{A € R**?|det(A) # 0} (1.4)
ze standardowym mnozeniem macierzy stanowi grupe.

Przykltad 1.1.13. Zbiér R™*" dla ustalonego n > 1 nie stanowi grupy ze stan-
dardowym mnozeniem macierzy, gdyz nie kazdy element ma odwrotnosé. Ten sam
zbiér z dodawaniem macierzy jest juz jednak grupa—odwrotnosciami sa negacje
macierzy.

Przemiennosé.

Jedli w ktoérejs ze zdefiniowanych przez nas struktur dzialanie x jest przemienne,
to znaczy

Vayea Txy =y*, (1.5)
to strukture te nazywamy przemienna. Mamy wiec przemienne magmy, prze-
mienne pélgrupy, przemienne monoidy i przemienne grupy. Grupy prze-
mienne nazywa si¢ jednak zwykle grupami abelowymi, od nazwiska norwe-
skiego matematyka Nielsa Henrika Abela, 1802-1829. ,,Abelowy” piszemy jednak
z malej litery (z wyjatkiem poczatku zdania), gdyz jest to przymiotnik.

Przyklad 1.1.14. N z dodawaniem jest pétgrupa przemienng.
Przyklad 1.1.15. Q\ {0} z mnozeniem jest grupa abelowa.

Przyktad 1.1.16. Zbiér ciagéw znakowych z konkatenacja nie jest monoidem
przemiennym—w konkatenacji kolejno$¢ ma znaczenie.

1.1.1 Zlozone struktury.

Uzywajac zdefiniowanych przez nas prostych struktur algebraicznych mozemy
definiowaé bardziej ztozone, skladajace si¢ z wielu dzialan (ale nadal tylko jednego
zbioru).

Definicja 1.1.5. Pier$cieniem nazywamy széstke (P, +, 0, neg, -, 1), ze (P, +, 0, neg)
jest grupa abelowa, a (P, -, 1) jest monoidem, oraz zachodza réwnania
Vapeera-(b+c)=a-b+a-c (1.6)
Vapeep(@+d)-c=a-c+b-c (1.7)
W pierscieniu mamy juz nie jedno, a dwa dziatania. Tworza one niezaleznie

od siebie grupe abelowa i monoid, ale dodatkowo laczy jest rozdzielnosé, czyli
réwnania (1.6) i (1.7).

Przyktad 1.1.17. Liczby calkowite z dodawaniem i mnozeniem tworza pierscien.
Jest to podstawowy przyklad i inspiracja dla definicji pierscienia.

Przyktad 1.1.18. Niech P(R) bedzie zbiorem wielomianéw o wspélczynnikach
z R. Wtedy P(R) z dodawaniem i mnozeniem wielomianéw tworzy pierscien.
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Dodatkowo mozemy zdefiniowadé, ze pierscien (P, +, 0, neg, -, 1) jest przemienny,
jesli dzialanie - jest przemienne. Przemienno$é + jest natomiast wymagana juz
przez samg definicje pierScienia.

Definicja 1.1.6. Cialem nazywamy siédemke (K, +, 0, neg, -, 1,inv), ze (K, +, 0, neg, -, 1)
jest pierscieniem, a (K \ {0},-,1,inv) jest grupa abelowa.

Przyktad 1.1.19. Q z dodawaniem i mnozeniem tworzy cialo.
Przyklad 1.1.20. R z dodawaniem i mnozeniem tworzy ciato.

Przyklad 1.1.21. Z z dodawaniem i mnozeniem nie tworzy ciala—w liczbach
catkowitych odwrotno$é wzgledem mnozenia ma tylko 1.

1.1.2 Zadania.

Zadanie 1.1.1. Pokaz, ze zbiér macierzy R2*? z mnozeniem jest magma, pél-
grupa, monoidem. Pokaz, ze zbiér ten nie jest grupa.

Zadanie 1.1.2. Podaj przyktad grupy, ktéra nie jest przemienna.
Zadanie 1.1.3. Sprawd?, czy (C,+) jest grupa.

Zadanie 1.1.4. Czy C ze standardowym mnozeniem jest monoidem? Jedli tak,
to jaki jest element neutralny? Czy jest to grupa?

Zadanie 1.1.5. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Ktére z definicji struktur
algebraicznych spelnia zbiér funkcji A — A z operacja skladania funkcji?

Zadanie 1.1.6. Sprawdz, ktore z definicji struktur algebraicznych spelnia zbiér
$ciezek na plaszczyznie (t.j. funkcji [0,1] — R?) z operacja taczenia ich swoimi
koncami (tzn. dwie $ciezki mozemy polaczyé¢ w jedna, wtedy i tylko wtedy gdy
pierwsza koniczy sie tam, gdzie druga sie zaczyna).

Zadanie 1.1.7. Udowodnij, ze R?*? ze standardowym dodawaniem i mnozeniem
macierzy tworzy pierscien.

Zadanie 1.1.8. Zapisz definicje ciata, nie uzywajac definicji pierécienia.
Zadanie 1.1.9. Udowodnij, ze liczby zespolone C sg ciatem.

Zadanie 1.1.10. Dlaczego zdefiniowaliSmy przemienne warianty kazdej ze struk-
tur, ale nie cial?

Zadanie 1.1.11. Niech (A,-, e,inv) bedzie dowolna grupa. Udowodnij, ze dla
kazdego x € A zachodzi P
Zadanie 1.1.12. Niech (A, -, e) bedzie dowolnym monoidem. Niech y € A. Udo-
wodnij, ze jesli dla kazdego x € A zachodzi

yr = x, (1.8)
lub

Ty =z, (1.9)

to y = e. Pokazuje to, ze majac dane dzialanie, istnieje conajwyzej jeden element
neutralny.
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Zadanie 1.1.13. Niech (A4, -, e,inv) bedzie dowolna grupa. Niech z € A. Udo-
wodnij, ze jesli dla pewnego y € A zachodzi

yr = e, (1.10)

lub
Ty = e, (1.11)

to y = inv(z). Pokazuje to, ze majac dane dzialanie i element neutralny, dla
kazdego elementu istnieje conajwyzej jeden sposéb zdefiniowania odwrotnosci.

1.2 Algebra Uniwersalna.

Wejdziemy teraz na nieco wyzszy poziom abstrakcji. Szybko jednak zobaczymy,
ze znaczaco ulatwi nam to poshugiwanie sie strukturami, ktore zdefiniowaliSmy.

Na czym polega problem? Poznane przez nas struktury algebraiczne wygla-
daja wszystkie bardzo podobnie. Mamy zbiér, pewne state i operacje wykonywane
na tym zbiorze. Mozemy sie juz domysla¢, ze bedziemy mieli wiele bardzo podob-
nych twierdzen i definicji dla kazdej ze zdefiniowanych struktur.

Przykladowo, w algebrze wystepuje pojecie homomorfizmu—funkcji h :
A — B miedzy dwoma strukturami tego samego typu (np. miedzy dwoma gru-
pami, dwoma monoidami itd.), ktére dodatkowo spelniaja pewne warunki. Zwykle
jednym z nich jest (jesli (A, *,...) i (B,e,...) sa jakimi$ strukturami)

h(a xb) = h(a) e h(b). (1.12)

Ale definicje homomorfizméw maja tez wiecej wymagan. W przypadku monoidéw
(A, *,e4), (B,*,ep) chcemy aby zachodzilo tez

h(ea) = ep. (1.13)

W przypadku grup podobna wlasnosé musi zachodzi¢ tez dla odwracalnosci.

Najczesciej homomorfizmy definiuje sie osobno dla kazdej struktury. W trakcie
studiéw spotkalidmy si¢ juz z przykladem homomorfizmu—mowa o przeksztal-
ceniach liniowych (przestrzenie liniowe tez sa struktura algebraiczna!). Nasuwa
sie jednak pytanie: czy nie daloby sie uogdlnié¢ tego, aby$my mieli tylko jedna
definicje? Chcielibyémy mie¢ co$ takiej postaci:

Definicja. Homomorfizmem struktur (A4,...) i (B,...) nazywamy funkcje
h : A — B, spelniajaca warunki ...

Ciezko jednak powiedzieé, co nalezaloby wstawi¢ w miejsce kropek, aby sforma-
lizowaé te definicje. Podobna sytuacja zajdzie, kiedy zechcemy zaczaé¢ definiowaé
podprzestrzenie liniowe, podgrupy, podciala, podmonoidy itd. Definicje
tych obiektéw bylyby do siebie bardzo podobne. Jak jednak zawrzeé je wszystkie
w jednej definicji? Odpowiedzi na te pytania dostarcza nam dziedzina algebry
zwana Algebrg Uniwersalng.
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1.2.1 Podstawowe definicje.

Definicja 1.2.1. Niech A bedzie zbiorem. Méwimy, ze funkcja f : A — A ma
arnosé n (od koncéwki -arny, a to z laciniskiej koncéwki -aris, w analogii do
binarny, ternarny, itd.).

Ciekawa i przydatna wlasnos¢ zachodzi, gdy w powyzszej definicji n = 0. Zbior
AV definiuje sie jako zbiér jednoelementowy (co jest tym jednym elementem nie
ma znaczenia). Funkcja f : A — A jest wiec funkcja ze zbioru jednoelemento-
wego w zbiér A. Mozemy wiec na nig patrzeé jak na pojedyncza stala (bo zbidr
wartosci tez jest jednoelementowy).

Definicja 1.2.2. Algebra nazywamy tréjke (X, a, F), gdzie

e 3 jest zbiorem, zwanym zbiorem symboli,

e «a: Y — N jest funkcja, ktéra kazdemu symbolowi przypisuje arnosé,

e FE jest zbiorem réwnan uzywajacych zmiennych i symboli z ¥ jako funkcji.
Pare (X, a) nazywamy sygnatura algebry (X, a, E).

Definicja ta nie jest w pelni formalna (czym sa ,,symbole”? czym sg ,,zmienne”?
co znaczy, ze elementéw X uzywamy jako funkcji? jak mozemy czemus, co nie jest
funkcja, przypisaé¢ arnos$é?). Sformalizowanie jej jednak wprowadziloby wiece]
zamieszania niz pozytku, gdyz wymagatoby wprowadzenia malo istotnych, tech-
nicznych szczegolow. Zamiast tego przejdziemy do rozjasniajacego przyktadu.

Przyklad 1.2.1. Tréjka (X, o, E), gdzie

o X={fg¢},

e a:f—2,9g—~2e—0,

o E={g(z,y) =g(y,2), fle,x) =z, f(x,e) = x}
jest algebra.

Jak mozemy interpretowaé, czym jest taka algebra? Jest to nic innego jak
definicja pewnej struktury algebraicznej, gdzie mamy dwie operacje dwuargu-
mentowe f, g i jedna wyrdzniona stala e, ze g jest przemienne, a e jest elementem
neutralnym dla f.

Ttumaczac powyzszy zapis na tradycyjng definicje, mogliby$my napisaé na-
stepujaco.

Definicja 1.2.3. Galganem nazywamy czwérke (A, f, g,e), gdzie A jest zbio-
rem, f,g: A% — A sa funkcjami dwuargumentowymi, e € A (lub, co w pewnym
sensie jest réwnowazne, e : {0} — A) i spelnione sa nastepujace warunki:

b vxEA f(e,x) =z,

i va:GA f(.’)376) =,
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° v:t,yEA g(xay) = g(yax)

Zwykle zapis bedziemy jednak upraszczaé, podajac jednoczesnie zbiér symboli
3 i funkcje a za jednym razem, n.p. w postaci

%= {12 g% e, (1.14)

t.j. podajac w definicji symboli ich arnos¢ w indeksie gérnym, i pomijajac ja dla
0. Idac ta konwencja bedziemy tez zamiast (X, a, E) pisaé (X, E).

Algebry odpowiadaja wiec definicjom struktur. Co odpowiada jednak obiek-
tom, spelniajacym te definicje?

Definicja 1.2.4. Modelem algebry (3, a, E) nazywamy zbiér A (zwany no-
$nikiem), wraz z interpretacja symboli z ¥ jako funkcje o arno$ciach definiowa-
nych przez « i spelniajacych réwnania F.

Znowu nie jest to calkowicie formalna definicja, na nasze potrzeby jednak w
pelni wystarczy.

Przyklad 1.2.2. Zbiér R z dzialaniami f(z,y) = x +y, g(z,y) = xy jest mode-
lem gaugana.

Mozemy teraz definiowaé nasze struktury w taki sam sposéb jak gaugana.

Definicja 1.2.5. Monoidem nazywamy dowolny model algebry
(¥, el {xx(y*2) = (x*y)*z,x%e=xz,exx =x}).

Wazne, aby rozrozniaé teraz dwa pojecia: algebra jest definicja monoidu. Mo-
delem algebry jest natomiast dowolny monoid, czyli obiekt, ktéry spelnia te de-
finicje.

Algebra uniwersalna nie jest jednak taka uniwersalna, jak bysSmy chcieli. Jedna
z podanych przez nas w poprzedniej sekcji definicji nie stanowi algebry. Mowa
tutaj o cialach. Problemem jest to, ze funkcja inv nie musi byé¢ okreslona dla
elementu neutralnego dodawania w ciele. Jest to warunek, ktorego nie da sie
sformulowaé¢ uzywajac pojecia algebry. Z tego powodu ciala bedziemy musieli
traktowaé¢ osobno od pozostalych struktur.

1.2.2 Zadania.

Zadanie 1.2.1. Zapisz definicje magmy w postaci algebry.
Zadanie 1.2.2. Zapisz definicje pélgrupy w postaci algebry.
Zadanie 1.2.3. Zapisz definicje grupy w postaci algebry.
Zadanie 1.2.4. Zapisz definicje grupy abelowej w postaci algebry.

Zadanie 1.2.5. Zapisz definicje pierécienia w postaci algebry.
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1.3 Pewne definicje zwigzane z algebrami.

Wprowadzimy teraz definicje, ktore dzigki pojeciu algebry beda mialy sens dla
wszystkich struktur, ktére sa modelami algebr.

1.3.1 Podalgebry.

Definicja 1.3.1. Podmodelem modelu M algebry (X, F) nazywamy pod-
zbiér N C M, ktéry jest modelem algebry (X, E) z tymi samymi operacjami co
M.

Przyktad 1.3.1. 2N, czyli liczby parzyste naturalne stanowia podpoltgrupe liczb
naturalnych z dodawaniem.

Przyktad 1.3.2. Q\{0} stanowi podgrupe przemienna grupy przemiennej R\ {0}
Z mnozeniem.

1.3.2 Homomorfizmy.

Definicja 1.3.2. Niech & = (X, E) bedzie algebra. Homomorfizmem (lub
morfizmem) modeli 2 nazywamy dowolna funkcje h : A — B, gdzie A, B sa
dowolnymi modelami 2, i dla kazdego symbolu f™ € ¥ o arnosci n, ktéremu w
A odpowiada funkcja fa : A" — A, a w B funkcja fp : B" — B, zachodzi

Var,.oned B(fa(z1,...,zn)) = fe(h(z1),. .., h(zs)). (1.15)
Przykltad 1.3.3. Funkcja
f:Q—=R,
f(z) = bz,

jest homomorfizmem grup Q i R z dodawaniem. Rzeczywiscie, dla kazdych z,y €
Q mamy

5-(x+y) =5z + by, (1.16)
5-(—z)=—(5-xz), (1.17)
5:-0=5-0. (1.18)
Przyktlad 1.3.4. Funkcja
f : R+ — R,

f(x) = log(z)

jest homomorfizmem grup R, z mnozeniem i R z dodawaniem. Rzeczywiscie, dla
kazdych z,y € Ry mamy

log(z - y) = log(x) + log(y), (1.19)
log(z™1) = —log(x), (1.20)
log(1) = 0. (1.21)
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7 pewnych niewyjasnionych powodéw, w przypadku homomorfizméw nie uzywa
sie poje¢ takich jak iniekcja, bijekcja i surjekcja. Zamiast tych pochodzacych z
francuskiego wyrazow mamy greckie odpowiedniki.

Definicja 1.3.3. Homomorfizm nazywamy
¢ epimorfizmem, jesli jest surjekcja,
o« monomorfizmem, jesli jest iniekcja,
e izomorfizmem, jedli jest bijekcja,

¢ endomorfizmem, jesli jego dziedzina i kodziedzina sg réwne, t.j. jest po-
staci h : A — A,

e automorfizmem, jesli jest endomorfizmem i izomorfizmem.

Lemat 1.3.1. Niech 2 = (X, E) bedzie algebra. Niech A, B, C beda modelami
A,ah:A— B, g: B— C homomorfizmami tych modeli. Wtedy goh : A — C
jest homomorfizmem.

Dowdd. Niech f™ € ¥ bedzie n-arnym symbolem, a fa, fp, fc odpowiadajacymi

mu funkcjami w odpowiednio A, B, C. Mamy teraz dla dowolnych z1,...,x, € A
(goh)(fA(xl,...,xn)): (1.22)
=g(h(fa(z1,...,7,)) (1.23)

—g(fB( (1), ..., h(zn))) (1.24)

= fe(g(h(@1)), ..., g(h(zn)))) (1.25)

= fellgoh)(z1), ..., (goh)(zn)))), (1.26)

co pokazuje, ze (g o h) jest homomorfizmem. O

Lemat 1.3.2. Jedli h : A — B jest izomorfizmem dwéch modeli algebry 2 =
(3, E), to funkcja odwrotna h=! : B — A istnieje i tez jest izomorfizmem.

Dowéd. Istnienie h~!1ito, ze jest bijekcja, jest oczywiste z faktu, ze h jest bijekcja.
Wystarczy wiec pokazaé, ze h~! jest homomorfizmem. Dla dowolnego symbolu
f™ € ¥ reprezentowanego przez funkcje fa4 : A — Ai fg : B™ — B, i dowolnych
Z1,...,Tyn € B mamy

h(fa(h™(zr), .o i (@) = (1.27)
= fe(h(h™ (21)), .., h(h ™ (zn))) (1.28)
= fp(z1,...,2s) (1.29)
= h(h™ (fp(@1,. .., 20))) (1.30)

Ale poniewaz h jest iniekcja, to
fa(h ™ Yx1), ..., h N xn)) = R (f(21, .- 20)), (1.31)

czyli h~! jest homomorfizmem. O
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Definicja 1.3.4. Méwimy, ze modele A, B algebry (X, E) sa izomorficzne, jesli
istnieje izomorfizm f : A — B. Fakt ten zapisujemy A =y B lub po prostu
A= B.

Jedli dwa modele sa izomorficzne, to w pewnym sensie sa identyczne—réznia
sie tylko forma zapisu. Poza tym wszystkie algebraiczne wlasnosci, ktore zachodza
w jednym modelu, zachodza tez w drugim. W niektorych dziedzinach matematyki
izomorficzne modele identyfikuje sie tak bardzo, ze zamiast uzywac¢ znaku A = B
uzywa sie zwyktej rownosci =. My jednak zostaniemy przy =.

Przyktad 1.3.5. R z dodawaniem jest grupa abelows izomorficzna z grupa abe-
lowg R'*! 7z dodawaniem macierzy. Izomorfizmem jest tu funkcja

f:R— RX

Przyklad 1.3.6. Z z dodawaniem (ozn. Z1) jako monoid nie jest izomorficzne
z Z z mnozeniem (ozn. Z*) jako monoid.

Dowéd. Przypusémy, ze istnieje izomorfizm f : ZT — Z*. Istnieje wicc tez od-
wrotnosé tego izomorfizmu f~1, ktéra tez jest izomorfizmem. Mamy zatem

A =0=1+ (1) = fH(f) + fT(F(=1) = fHF1) - f(=1)). (1.32)

Skoro f~! jest izomorfizmem, to

L= f1)- f(=1), (1.33)

wiec
F() =1 = f(=1) b f(1) = =1 = f(~1). (1.34)
Wtedy jednak korzystajac z tego, ze f jest izomorfizmem dostajemy 1 = —1, co
jest sprzecznoscia. O

1.3.3 Wolne algebry.

Definicja 1.3.5. Wolnym modelem algebry (X, E) generowanym przez zbior
G (tak zwany zbiér generatoréw), nazywamy model algebry (X, E), ktérego
noénikiem jest zbior wszystkich wyrazen, ktére utworzy¢ mozemy z elementéw
¥ i G, traktuja elementy ¥ jak funkcje z odpowiednimi arnosciami. Dodatkowo,
dwa wyrazenia uznajemy za rowne, jesli jedno mozemy przeksztalci¢é w drugie
uzywajac réwnan z E.

Méwimy tez, ze model jest nad zbiorem G. Znowu nie jest to w pelni formalna
definicja, jednak bardzo intuicyjnie oddajaca istote wolnych modeli. Definicja
w pelni formalna wymagalaby albo wprowadzenia pewnych formalnych pojec,
ktérych nie bedziemy wprowadzaé¢ (np. ilorazy modeli przez podmodele), albo
bylaby bardzo abstrakeyjna (pojecie wlasnosci uniwersalnych).

Zwykle jako zbiér G bierze sie pewne formalne symbole, czyli jakies litery.
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Przyklad 1.3.7. Grupa wolna na zbiorze {a} nazywamy grupe, ktérej elemen-

tami sa e, a,a” ", a%,a72,.... Zachodza w niej m.in. réwnosci
ac"t =e (1.35)
eae = a (1.36)
ala=e (1.37)

W pewnym sensie grupg wolna na zbiorze G jest najprostrza grupa, ktéra
zawiera cale G jako swoje elementy. Najprostsza, bo nie zachodza w niej inne
rownania, niz te, ktore stanowia aksjomaty grupy, oraz te, ktore mozna z nich
wyprowadzi¢. Podobnie jest dla innych struktur algebraicznych.

Przyklad 1.3.8. Z wraz z dodawaniem stanowi wolng grupe przemienna nad
zbiorem {1}.

Przyklad 1.3.9. Zbior skonczonych ciagéow liczb z N z konkatenacja stanowi
wolny monoid nad N.

Przyktad 1.3.10. Z wraz z mnozeniem nie stanowi wolnej grupy przemiennej,
bo dla dowolnego elementu x mamy

0z =0 (1.38)

czego nie mozemy wyprowadzi¢ z aksjomatéw grupy przemiennej. Wystarczy po-
da¢ grupe przemienna, w ktorej nie ma elementu, ktory dziala tak jak 0 w Z z
mnozeniem. Jest nia przyktadowo Z z dodawaniem.

1.3.4 Zadania.

Zadanie 1.3.1. Zapisz definicje homomorfizmu monoidéw nie uzywajac pojeé
algebry uniwersalne;j.

Zadanie 1.3.2. Zapisz definicje homomorfizmu grup nie uzywajac poje¢ algebry
uniwersalnej.

Zadanie 1.3.3. Sprawdz, czy nastepujace funkcje

1. f(z) = 2z,
2. g(z)=2+=z
3. h(z) = 22,

sg endomorfizmami w
1. monoidzie Z z mnozeniem,

2. grupie Z z dodawaniem.
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Zadanie 1.3.4. Niech (A,+), (B,) beda dowolnymi grupami. Udowodnij, ze
jesli f: A — B jest funkcja spelniajaca

flety) = flx)- fly) (1.39)
dla kazdych x,y € A, to f jest homomorfizmem grup.

Zadanie 1.3.5. Udowodnij, ze jesli /U jest algebra, a A zbiorem modeli 2, to
relacja = na elementach A jest relacjg réwnowaznosci.

Zadanie 1.3.6. Niech A bedzie grupa abelowa, a B dowolna grupa. Udowodnij,
ze jesli f : A — B jest epimorfizmem, to B jest grupa abelowa.

Zadanie 1.3.7. Udowodnij, ze jesli A, B sa zbiorami i |A| = |B], to grupa wolna
nad A i grupa wolna nad B sa izomorficzne.

1.4 Kongruencje.

Przejdziemy teraz do nieco bardziej abstrakcyjnego pojecia, tak zwanych kon-
gruencji. Méwiac nieformalnie, sg to relacje réwnowaznosci na modelach algebr,
ktére sa spdjne ze struktura tych modeli.

Definicja 1.4.1. Niech 2 = (3, E) bedzie algebra, A modelem 2, a ~ dowolna
relacjg réwnowaznosci na A. Wtedy ~ jest kongruencja, jesli dla kazdego sym-
bolu f™ € %, reprezentujacej go funkcji f: A — A i

TlyeeesTyy Yly-eo Yn € A (1.40)
zachodzi

T1~Ylyeo o3 Tp ~ Yn —> f(xlw--axn)Nf(yl?"'ayn)' (141)

Czyli kongruencja jest relacja réwnowaznosci, ktora zachowuje réwnowaznosé
przy nakladaniu funkcji reprezentujacych symbole algebry.

Przykltad 1.4.1. Rozwazmy monoid ciggdw znakéw z konkatenacja. Relacja,
ktéra identyfikuje dwa ciagi, jesli ich dlugosé jest taka sama, jest kongruencja.

Przykltad 1.4.2. Rozwazmy Z jako pierécien z dodawaniem i mnozeniem. Dla
dowolnej liczby n € N relacja ~ zdefiniowana przez warunek

Veyez T~y <= = modn=y modn (1.42)

jest kongruencja.

Twierdzenie 1.4.1. Niech 2 = (3, FE) bedzie algebra, A jej modelem i ~ kon-
gruencja na A. Wtedy A/~ tez jest modelem 2.
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Dowdéd. Musimy pokazaé, ze istniejg interpetacje symboli z ¥ jako funkcje nad A
z odpowiednimi arnodciami, i ze spelnione sa przy tym wszystkie réwnania z F.
Niech f™ € X bedzie dowolnym symbolem arnoéci n, ktéremu odpowiada funkcja
f w A. Zdefiniujemy teraz odpowiadajaca mu funkcje f. na A/. jako

Sl oo [znl) = [f (@0, )] (1.43)

Musimy jednak pokazac, ze definicja f. jest niezalezna od wybranych reprezen-
tantéw klas [z1]~, ..., [Tn]~. Wezmy wiec dowolne

T1yeeesTny YlyeorrYn € A (1.44)
takie, ze x; ~ y; dla kazdego i = 1,...,n, czyli [x;]~ = [yi]~. Mamy teraz

[f($1,...,$n>]~ = [f(yl,-~-7yn)]~7 (145)

poniewaz z definicji kongruencji mamy

T ~Ylyeo oy Ty ~ Yn — f(.’II],...7.'1?n) Nf(ylvvyn) (146)

Oznacza to, ze definicja f. nie jest zalezna od wybranych reprezentantéw klas
[Z1]~, - [Tn]~, czyli poprawnie zdefiniowaliémy funkcje na A/.. odpowiadajace
symbolom z X..

Dowdd, ze funkcje te spelniaja réwnania z F, pozostawiamy jako zadanie dla
czytelnika (zad. 1.4.1-1.4.2). O

Definicja 1.4.2. Jadrem homomorfizmu h : A — B nazywamy relacje okre-
$lona wzorem
=Ry <= h(x)=h(y). (1.47)

Definicja ta nie do konca zgadza si¢ z tym, czego mogliSmy sie kiedy$ dowie-
dzie¢. Czy jadrem nie powinien by¢ zbiér miejsc zerowych? Dlaczego tutaj jest
to relacja? Na te pytania odpowiemy niedlugo.

Lemat 1.4.1. Niech 2 = (¥, E) bedzie algebra, a A, B jej modelami. Niech
h : A — B bedzie homomorfizmem. Wtedy jego jadro =, jest kongruencja.

Dowod. Fakt, ze =; jest relacja réwnowaznosci, pozostawiamy dla czytelnika
(zad. 1.4.3). Zaktadajac jego prawdziwo$é pokazemy, ze =, jest kongruencja.

Niech f™ € ¥ bedzie dowolnym symbolem arnosci n, a fa, fp odpowiadaja-
cymi mu funkcjami na odpowiednio A, B. Wezmy dowolne

X1y Tyy YlyeooyYn € A (1.48)

spelniajace
T1=h Y15y Tn =h Yn (1.49)

Chcemy pokazaé, ze

fa(we, ... xn) =0 fayi, .. Yn)- (1.50)
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Z zalozenia i definicji jada mamy

h(x1) = h(yr), - - ”@n) = h(yn), (1.51)
czyli
fe(h(z1), ... h(zn)) = fB(R(y1), - - h(yn)), (1.52)
co z faktu, ze h jest homorfizmem daje
h(fa(@i, ... @n)) = h(fa(yrs-- - yn)), (1.53)
co jest z definicji rownowazne udowadnianej przez nas wlasnosci. O

Skoro jadro homomorfizmu h : A — B jest relacja réwnowaznosci, to dzieli
ono A na klasy réwnowaznosci. Jedli algebra, ktérej A i B sa modelami ma jakis
element e, ktéry nazwaé mozemy jednoscia (czyli np. operujemy na monoidach,
grupach, przestrzeniach liniowych), to jadrem mozemy tez nazywac klase abstrak-
cji zawierajaca ten element (co oznaczaé bedziemy przez Ker h). Takie spojrzenie
jest zgodne z tym, ze jadro jest zbiorem ,miejsc zerowych” homomorfizmu:

le]=, = (1.54)
={zcAlxr =) e} (1.55)
= {x € A|h(x) = h(e)} (1.56)
= {xz € Alh(z) = e} (1.57)
= Ker h. (1.58)

Pojeciem dualnym do jadra jest obraz homomorfizmu Im h. Jest to nic in-
nego, jak zbidr wartosci. Obraz oczywiscie nie musi by¢ réwny przeciwdziedzinie.
Jedli jest, to h jest epimorfizmem. Jak sie okazuje, obrazy, podobnie jak jadra
(zad. 1.4.4) sa podmodelami.

Lemat 1.4.2. Niech h : A — B bedzie homomorfizmem. Zbiér wartoéci Im h
jest wtedy podmodelem B.

Dowéd. Musimy pokazaé, ze funkcje na B odpowiadajace symbolom z ¥ mo-
zemy ograniczy¢ do Imh, czyli ze dla argumentéw z Imh przyjmuja wartosci
z Im h. Niech wiec f* € ¥ bedzie n-arnym symbolem, a f4, fp odpowiadaja-

cymi mu funkcjami na odpowiednio A, B. Niech y1,...,y, € Im h. Istnieja wiec
T1,...,Tn € A, 7€
y1 = h(x1)y .. Yn = h(zy). (1.59)
Mamy wiec
fB(ylv v 7yn) = fB(h(xl)v RN h’(l.n)) = h’(fA(‘rlv s 7xn))7 (]‘60)
co znaczy, ze [B(y1,-..,Yyn) € Imh. O

Gotowi jestesSmy teraz, by zapostulowaé i udowodnié¢ centralne twierdzenie
tego skryptu, ktore méwi, jak dokladnie dzialaja homomorfizmy.



1.4. KONGRUENCIJE. 19

Twierdzenie 1.4.2. Niech h: A — B bedzie homomorfizmem. Wtedy
he:A/=, — Imh, (1.61)

zdefiniowany jako
h«([z]z,) = h(z), (1.62)

jest izomorfizmem.

Dowdd. Definicja h, jest poprawna, t.j. nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy.

Wynika to bezposrednio z definicji jadra. Jesli x =, y, to h(z) = h(y).
Pokazemy, ze h, jest homomorfizmem. Jesli f™* € ¥ jest n-arnym symbolem i

odpowiadaja mu w A, B, A/=,,Im h odpowiednio funkcje fa, fp, fA/zh s fim b, tO

he(fayz, ([1]=s -5 [2al=))) = (1.63)
(definicja A/=, jako modelu) = ho([fa(z1,...,20)]=,) (1.64)
(definicja h.) h(fa(z1,...,xn)) (1.65)

(h jest homomorfizmem) = fB(h(zl), Jh(zn)) (1.66)
(h(z;) € Imh) = fimn(h(z1 ) s h(@n)) (1.67)

(definicja h.) = fimn(he([2 ] ) o ha([en]=,)), (1.68)

czyli h, jest homomorfizmem.
Pozostaje pokazaé, ze h. jest bijekcja. Zalézmy, ze h.([z]=,) = h«([y]=,)-

Czyli
hz) = ha([z]=,) = ha([yl=,) = h(y). (1.69)

Wiec & =5, y i tym samym [z]=, = [y]=,, czyli h. jest monomorfizmem. Zaldézmy
teraz, ze y € Im h. Czyli istnieje = € A, ze h(x) = y. Mamy wiec

hi([z]=,) = h(z) =y, (1.70)

czyli h, jest epimorfizmem. h, jest wiec izomorfizmem. O

1.4.1 Zadania.

Zadanie 1.4.1. Niech 2l = (X, E) bedzie dowolna algebra. Niech A bedzie mo-
delem %A, a ~ kongruencjg na A. Udowodnij, ze jesli F' : A" — A jest funkcja
zdefiniowana przez wyrazenie sktadajace sie ze zmiennych i funkcji odpowiadaja-
cym wyrazeniom z %, to mozemy zdefiniowaé F., : (A/.)" — A/ jako

F ([z1],-..,[zn]) = [F(21,...,20)], (1.71)

tzn., ze definicja ta nie zalezy od wyboru reprezentantéw klas abstrakeji.
Podpowiedz: indukcja po wysokosci drzewa wyraZenia, ktore definiuje F'. Przy-
padek bazowy jest juz rozwazony w dowodzie twierdzenia 1.4.1

Zadanie 1.4.2. Uzywajac wyniku zadania 1.4.1 udowodnij brakujaca cze$¢ do-
wodu twierdzenia 1.4.1
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Zadanie 1.4.3. Udowodnij, ze je$li h : A — B jest homomorfizmem, to jego
jadro =, jest relacja réwnowaznosci (korzystajac tylko z definicji jadra).

Zadanie 1.4.4. Niech h : A — B bedzie homomorfizmem dwéch modeli pewnej
algebry. Udowodnij, ze Ker h jest podmodelem A.

Zadanie 1.4.5. Sformutuj i udowodnij przypadek szczegdlny twierdzenia 1.4.2
dla monoidéw.



Rozdziat 2

Przestrzenie liniowe.

Przejdziemy teraz do przestrzeni liniowych. Kiedy$ bedzie tu wiecej tekstu.

2.1 Definicja przestrzeni liniowej i powigzane de-
finicje.

Definicja 2.1.1. Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad cialem K oraz

niech f : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Jadrem przeksztalcenia f

nazywamy zbior
ker f = {veV: f(v) =0} (2.1)

2.1.1 Zadania.

2.2 Wartosci wlasne macierzy.

W tej sekcji zaktadamy, ze pracujemy nad cialem C.

Definicja 2.2.1. Wektorem wilasnym macierzy A € C™*™ nazywamy niezerowy
wektor v € C"*! taki, ze dla pewnego A € C

Av = . (2.2)
A nazywamy warto$cig wiasng odpowiadajaca wektorowi wlasnemu v.

Zalézmy, ze dana mamy macierz A € C"*™ i chcemy wyznaczy¢ jej wektory
i wartoéci wlasne. Jak mozemy to zrobi¢? Przeksztalémy rownanie definiujace te
pojecia.

Av = v, (2.3)

0= )\v — Av, (2.4)
0= Av — Av, (2.5)
0= (A —A)w. (2.6)

21
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Oznacza to, ze v jest wektorem wlasnym macierzy A z odpowiadajaca mu warto-
Scia wlasna A wtedy i tylko wtedy, gdy (A — A)v = 0, czyli wtedy i tylko wtedy,
gdy v € ker(AI — A).

Skoro interesuja nas tylko takie v, ktére sg niezerowe, to warunek ten moze by¢
spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy jadro ker(AI — A) jest nietrywialne. Zachodzi
to doktadnie wtedy, gdy A — Al jest macierza nieodwracalna, czyli

det(\ — A) = 0. (2.7)

Aby wyznaczy¢ wartosci wlasne A, musimy wiec sprawdzié, dla jakich A €
C spelnione jest réwnanie 2.7. Okazuje sie to dos¢ proste, gdyz zawsze jest to
réwnanie wielomianowe (zadanie 2.2.1). Kiedy to ustalimy, wyznaczy¢ mozemy
ker(A — AI). Kazdy wektor w tej przestrzeni liniowej bedzie wektorem wlasnym
A. Wielomian, ktory pojawia sie w tym réwnaniu, ma swoja specjalna nazwe.

Definicja 2.2.2. Wielomianem charakterystycznym macierzy A € C"*" nazy-
wamy wielomian

xa(t) = det(t — A). (2.8)

Definicja 2.2.3. Krotnoscig algebraiczng wartoéci wlasnej A macierzy A € C™**"™
nazywamy krotnosé pierwiastka A wielomianu y 4.

Przyktad 2.2.1. Niech

0 1 0
A=0 0 1|. (2.9)
2 -5 4

Wyznaczymy wartoéci wlasne macierzy A oraz ich krotnosci. Mamy

t -1 0

xat)=det | 0 ¢t -1 (2.10)
-2 5 t—4

=t(t(t —4) +5) -2 (2.11)

=13 — 4t 4 5t — 2 (2.12)

= (t—1)>*(t-2). (2.13)

Stad wartoSciami wlasnymi macierzy A sa 1 i 2. Warto$é wlasna 1 ma krotnosé
algebraiczna 2, a wartos¢ wlasna 2 ma krotnosé algebraiczna 1.

Definicja 2.2.4. Macierz A € C™*™ nazywamy diagonalizowalng, jesli istnieje
macierz odwracalna X € C"*" i macierz diagonalna D € C™*", taka, ze

A=XDX"! (2.14)

Macierz X w powyzszym réwnaniu traktujemy jako macierz zmiany bazy, a
o macierzy D méwimy wtedy jako o postaci diagonalnej macierzy A. Dla danej
macierzy A istnie¢ moze wiele réznych postaci diagonalnych! Nie sa one unikalne.

Macierz jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy ma n wektoréw wta-
snych, ktérych zbiér jest liniowo niezalezny. Liczba ta jest zwana krotnoscig geo-
metryczng wartosci wlasnej.
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Przyktad 2.2.2. Macierz

1010
010 1

A=10 01 0o (2.15)
000 1

nie jest diagonalizowalna. Wyznaczmy jej wartosci wtasne. Poniewaz A jest ma-
cierza gérnotrdjkatna, to jej wartodci wlasne leza na diagonali (zadanie 2.2.3).
Mamy

xa(t) = (t—1)* (2.16)
Jedyna warto$cia wlasng macierzy A jest wiec 1, o krotnosci algebraicznej 4.
Dalej

0010
a-r=1{0 0 ool (2.17)
0 0 0 O
skad
1
ker(A —I) = ”62 ca1,20 €C Y = dim(ker(A — 1)) = 2. (2.18)
0

Krotno$é geometryczna wartosci wlasnej 1 jest wiec réwna 2, wigc macierz A nie
jest diagonalizowalna.

Przyktad 2.2.3. Macierz

A= (2.19)

OO =
O O N =
o N OO
w o OO

0

jest diagonalizowalna. Poniewaz A jest macierza gérnotrdjkatna (zob. zadanie
2.2.3), mamy

Xa(t) = (= 1)(t — 2)2(t - 3). (2.20)
Wartoéciami wlasnymi macierzy A sa wiec 1, 2 1 3. Ich krotnosci algebraiczne sa
réwne odpowiednio 1, 2 i 1. Obliczmy krotnos¢ geometryczna wartosci wlasnej 2.
Mamy

-1 1 0 0
0 0 0 0
A—-2] = 0 0 o0 ol (2.21)
0 0 0 1
zatem
T
ker(A —2I) = cx1,23 € Cp = dim(ker(A —21)) = 2. (2.22)

o& F
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Krotnoéé geometryczna wartodci wlasnej 2 jest wiec rowna 2, czyli jest réwna
jej krotnosci algebraicznej. Poniewaz pozostate wartosci wlasne maja krotnoséé
algebraiczng 1, to ich krotnosci geometryczne takze sg réwne 1. W szczegdlnosci
macierz A jest diagonalizowalna.

2.2.1 Zadania.

Zadanie 2.2.1. Niech A € C™"*" bedzie macierza. Udowodnij, ze det(A] — A)
jest wielomianem z A jako zmiennag.

Zadanie 2.2.2. Niech A € C"*" bedzie macierza. Udowodnij, ze xa(t) jest
wielomianem monicznym, czyli ze jego wiodacy wspoélczynnik jest réwny 1.

Zadanie 2.2.3. Udowodnij, ze je$li macierz A € C"*"™ ma postaé gérnotrdjkatna,
to jej wartosci wlasne sa dokladnie elementami na jej diagonali, a ich krotnosci
algebraiczne sg liczba ich wystapien.

2.3 Posta¢ Jordana macierzy.

W tej sekcji nadal zakladamy, ze pracujemy nad cialem C.

Definicja 2.3.1. Dla dowolnego m € Zy i dowolnego A € C klatkq Jordana
nazywamy macierz J,,, (A) € C™*™ postaci

A1 0 0

o x 1 ...
JnA)=10 0 X ... 0f. (2.23)

. Do

0 0 0 X

Okazuje sie, ze nawet jesli macierz nie jest diagonalizowalna, to zawsze mozna
ja sprowadzi¢ do postaci, ktéra jest prawie diagonalna. Jednak nawet dla macierzy
nad R, ich posta¢ Jordana moze zawieraé liczby zespolone. Postaé¢ ta nazywa sie
postacia Jordana macierzy.

Definicja 2.3.2. Mdéwimy, ze macierz J jest w postaci Jordana, jesli jest postaci

JeM) 0 ... 0
0  Ju(A) ... 0
J=1 , _ E (2.24)
0 0 T ()

gdzie kazdy blok J,,,(\;) jest klatka Jordana.

Postaé¢ normalna nie jest jednak unikalna! Kolejno$¢ klatek w macierzy jest
dowolna—zmienia to tylko permutacje wymiaréw w bazie.

Istnieje algorytm wyznaczania postaci normalnej Jordana. Proces ten jest
nieco bardziej ztozony, niz proces wyznaczania macierzy diagonalnej.
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1. oblicz wartosci wlasne A: Aq,..., g,

2. oblicz krotnosci algebraiczne Ay, ..., Ax (krotnosci zer w wielomianie cha-
rakterystycznym A),

3. oblicz krotnosci geometryczne Ag, . .., A\; (krotno$é geometryczna A; to dim(ker(A—

4. (opcjonalnie) oblicz dim(ker((A—\;I)?)), dim(ker((A—\;1)?)), dim(ker((A—
XiD)%)),. .., az wymiar przestanie si¢ zmieniaé.

Przyktad 2.3.1. Wyznaczmy posta¢ Jordana macierzy

1010
020 1

A=10 0 1 1 (2.25)
000 2

Poniewaz A jest macierza gornotrojkatna, jej wartosciami wlasnymi sa 11 2. Obie
maja krotnosé algebraiczna 2. Mamy

0 010
A-1=10 o o1l (2.26)
0 0 01
zatem
T
ker(A—1I) = 8 :xp € Cp = dim(ker(A—1I)) =1. (2.27)
0
Podobnie
-1 0 1 0
a—or=10 0 C (2.28)
0 0 0 0
skad
0
ker(A — 2I) = “62 t29 €Cp = dim(ker(A —2I)) = 1. (2.29)
0

Krotnosci geometryczne obu wartosci wlasnych sg wiec réwne 1. Dla kazdej z nich
wystepuje zatem dokladnie jedna klatka Jordana. Poniewaz krotnos¢ algebraiczna
kazdej z nich jest réwna 2, obie klatki maja rozmiar 2. Posta¢ Jordana macierzy
A jest wiec réwna

(2.30)

o NN OO

0
0
1
2

o OO =
OO ==
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Przyktad 2.3.2. Wyznaczmy posta¢ Jordana macierzy

(2.31)

S O O N
O O = O
OO
= OO

Poniewaz A jest macierza gérnotréjkatna, jej wartosciami wlasnymi sa 11 2. Ich
krotnoéci algebraiczne sg réwne odpowiednio 1 i 3. Aby ustali¢ posta¢ Jordana
dla wartosci wtasnej 2, obliczmy jej krotnosé geometryczna. Mamy

0 0 1 0
A—2] = 8 _01 8 (1) , (2.32)
0 0 00
zatem
x1
ker(A —2I) = 8 cx1 € Cp = dim(ker(A —2I)) =1. (2.33)
0

Krotnosé geometryczna wartosci wlasnej 2 jest wiec réwna 1. Oznacza to, ze dla
wartosci wlasnej 2 wystepuje dokltadnie jedna klatka Jordana. Poniewaz jej roz-
miar musi byé réwny krotnosci algebraicznej wartosci wlasnej 2, ma ona rozmiar
3. Dla wartosci wlasnej 1 mamy krotno$¢ algebraiczng 1, wiec odpowiada jej
jedna klatka rozmiaru 1. Posta¢ Jordana macierzy A jest wiec réwna

(2.34)

O O O N
OO N
o N = O
o o o

2.3.1 Zadania.



Rozdziat 3

Teoria kategorii.

W tym rozdziale wspiemy si¢ na nowe poziomy abstrakcji. Pojecia takie jak grupa
czy monoid powstaly po to, by moc bada¢ obiekty o podobnych cechach jedno-
cze$nie. Zamiast udowadniaé¢ twierdzenia osobno dla wielomianéw i liczb nautral-
nych, mozna udowodnié¢ je dla monoidu—i to wystarczy. W rozdziale 1 weszli-
Smy na wyzszy poziom. Zamiast definiowaé dla kazdej struktury algebraicznej z
osobna homomorfizmy i jadra czy udowadnia¢ o nich twierdzenia, zrobiliémy to
jednoczesnie uzywajac algebry uniwersalnej. Teoria kategorii jest bardzo podob-
nym pomystem. Tym razem jednak zamiast uogdlnia¢ pojecia na jakas rodzine
struktur (jak poprzednio na wszystkie algebry), uogdélnimy pojecia na cale dzie-
dziny matematyki.

3.1 Wstep.

Zaczniemy od pewnych podstawowych definicji i wprowadzenia do pojecia kate-
gorii.

3.1.1 Klasy.

Zaczniemy od pewnego pojecia pierwotnego, ktére bedzie nam potrzebne. Poje-
ciem tym jest klasa. Klasa nazywamy dowolng kolekcje obiektow. Kazdy zbior
tworzy klase swoich elementow. Klasy sa jednak ogélniejsze niz zbiory. Méwi¢ be-
dziemy m.in. o klasie wszystkich zbioréw, klasie wszystkich zbioréw nieskonczo-
nych czy skonczonych, klasie wszyskich grup, klasie wszystkich przestrzeni linio-
wych... W ogélnosci bpojecia tego bedziemy uzywaé zamiast zbioru, kiedy zbiory
beda zbyt mate. Ale nam bedzie potrzebny jakis sposéb ,,uchwycenia”wszystkich
zbioréw.

Klasy dzielimy na dwa rodzaje: zbiory (ktére wszyscy wiedza, czym sa) i
klasy wlasciwe. Klasy wlasciwe to klasy, ktére nie moga by¢ zbiorami, np.
klasa wszystkich zbioréw. Jak wiadomo w koincu, zbiér wszystkich zbioréw nie
istnieje.

27
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3.1.2 Kategorie.

Definicja kategorii nie wymaga zbyt skomplikowanego aparatu. Pojecie klasy jest
jedynym, ktére bedzie nam tu potrzebne. Przed przeczytaniem tej definicji na-
lezy wzia¢ jednak gteboki oddech. Swoje zycie matematyczne mozemy podzieli¢
na dwa etapy: przed zrozumieniem kategorii, oraz po ich zrozumieniu. Powrotu
juz nie ma, a spojrzenie kategoryczne kategorycznie zmienia sposéb myslenia o
matematyce.

Definicja 3.1.1. Kategoria nazywamy pare klas (O, A), gdzie O jest klasa
obiektéw, a A strzalek. Spelniaja one nastepujace warunki

o Dla kazdej strzalki f istnieja obiekty dom(f) i cod(f) nazywane odpowied-
nio dziedzing i kodziedzing strzalki, co zapisujemy

f :dom(f) — cod(f). (3.1)
e Dla kazdych dwoch strzalek f, g, spelniajacych
cod(f) = dom(g) (3.2)
istnieje strzatka
go f:dom(f)— cod(g) (3.3)

nazywana zlozeniem strzalek f i g. go f zapisywac bedziemy tez jako gf.

e Dla kazdego obiektu A istnieje strzatka
ly:A— A (3.4)

nazywana strzalka identycznosciows.

e Dla dowolnych trzech strzatek

fiA— B, (3.5)
g:B—C, (3.6)
h:C = D, (3.7)

spelniona jest wlasno$¢ tacznoci ze wzgledu na sktadanie

ho(gof)=(hog)of (3.8)
e Dla dowolnej strzatki
f:A—=B (3.9
spelnione jest
foly=f=1pof. (3.10)

Definicje zaczeliSmy od czego$, co na my$l przywodzi graf skierowany. Po-
tem jednak zapis sugeruje, jakby$my dzialali na funkcjach oraz ich dziedzinach
i kodziedzinach. A konczymy z czym$ podobnym do monoidu—mamy tacznos¢ i
identyczno$é. I rzeczywiscie wszystkie te spojzenia sa trafne. PrzejdZzmy jednak
najpierw do konkretnych przyktadéw kategorii.
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Przyktad 3.1.1. Zbiory jako obiekty i funkcje jako strzalki tworza kategorie.
Rzeczywiscie, wszystkie wlasnosci sktadania funkcji spetniaja warunki, ktére spet-
nia¢ musza strzalki. Jako strzatke identycznosciowa wystarczy wzia¢ funkcje iden-
tycznosciowa. Kategorie te bedziemy oznaczaé przez Set.

Przyklad 3.1.2. Przestrzenie liniowe jako obiekty i przeksztalcenia liniowe jako
strzalki tworzg kategorie. Udowadnia sie tego identycznie, jak w przypadku zbio-
réw i funkeji (bo w konicu przestrzenie liniowe to tez zbiory, a przeksztalcenia
liniowe to tez funkcje). Kategorie te bedziemy oznaczaé przez Lin.

Nie w kazdej kategorii jednak strzatki musza odpowiadaé funkcjom.

Przyklad 3.1.3. Zbiory jako obiekty i pary zbioréw (A, B), ze A C B jako
strzalki tworza kategorie. Rzeczywiscie, kazde zawieranie

ACB (3.11)
mozemy reprezentowaé przez strzatke
(A,B): A— B, (3.12)

a sktadanie strzalek i jego taczno$¢ jest mozliwe ze wzgledu na przechodnio$é
relacji zawierania zbiorow. Strzatka identyczno$ciowa istnieje, bo dla kazdego
zbioru A mamy

AC A. (3.13)

O ile w powyzszych przykladach obiekty zawsze byly jakimi$ zbiorami, to
wcale nie jest to konieczne.

Przyklad 3.1.4. Niech bedzie dowolna relacja zwrotna i przechodnia na zbiorze
A. Elementy A jako obiekty i pary (a,b), gdzie a b, tworza kategorie. Dowodzi
sie tego podobnie co faktu, ze zbiory i ich zawieranie tworza kategorie.

Przyktad 3.1.5. Klasy zdan matematycznych jako obiekty i dowody jako strzatki
tworza kategorie. Ograniczymi sie do intuicyjnego wyjasnienia. Kazdy dowod ma
pewne zalozenia i wnioski. Dowody mozna taczy¢ w ciagi dowodéw, co jest oczy-
wiscie taczne. Dowdd identycznosciowy tez jest dowodem (t = ).

Dla dowolnych obiektéw A, B klase strzalek miedzy A, B oznaczamy przez
Hom(A, B).

Definicja 3.1.2. Kategorie nazywamy mala, jesli jej obiekty i strzalki tworza
zbiér.

Definicja 3.1.3. Kategorie nazywamy lokalnie malg, jesli dla kazdych dwoch
obiektéw A, B Hom(A, B) jest zbiorem.
3.1.3 Diagramy.

Tutaj beda kiedys rys/unki.,
WAZNE TO OMOWIC!
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3.1.4 Kilka podstawowych definicji.

W tej sekcji zaczniemy powoli odkrywaé, w jaki sposéb kategorie pozwalaja na
uogdblnianie definicji i twierdzen na cale polacie matematyki.

Definicja 3.1.4. Obiektem poczatkowym kategorii nazywamy taki obiekt 0,
ze dla kazdego obiektu A istnieje dokladnie jedna strzatka

aa:0— A (3.14)

Przyktad 3.1.6. W Set obiektem poczatkowym jest zbior pusty. Rzeczywiscie,
dla kazdego zbioru A istnieje dokladnie jedna funkcja

ap:h— A, (3.15)
ktora niczego nie mapuje.

Definicja 3.1.5. Obiektem koncowym kategorii nazywamy taki obiekt 1, ze
dla kazdego obiektu B istnieje dokladnie jedna strzatka

Ta:A— 1 (3.16)

Przykltad 3.1.7. W Set obiektem konicowym jest kazdy zbiér jednoelementowy.
Rzeczywiscie, dla kazdego zbioru A i zbioru jednoelementowego {z} istnieje do-
kladnie jedna funkcja

Ta: A= {a}, (3.17)

ktéra mozemy zdefiniowaé tylko na jeden sposob, t.j. dla kazdego a € A

Ta(a) = . (3.18)
Definicja 3.1.6. Strzalke
f:A—B (3.19)
nazywamy mono lub monomorfizmem, jesli dla dowolnych strzalek
g,h:C — A, (3.20)
ze jesli
fg=1rh (3.21)
to
g=nh. (3.22)

Przyktad 3.1.8. W Set monomorfizmy to doktadnie iniekcje.

Najpierw pokazemy, ze kazdy monomorfizm to iniekcja. Niech f : A — B
bedzie dowolna funkcja mono. Niech z,y € B. Zalézmy, ze f(x) = f(y). Chcemy
pokazaé, ze x = y.

Zdefiniujmy

Xz {0} = A, x2(0) ==z,
Xy {0} = A4, Xy (0) = . (3.24)
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Mamy teraz
fxe(0)) = f(z) = F(y) = F(xy(¥)), (3.25)
czyli
fxe = fxy- (3.26)
Poniewaz f jest mono, to x, = xy. Wiec z =y.
Teraz pokazemy, ze kazda iniekcja to monomorfizm. Niech f: A — B bedzie
dowolng iniekcja. Niech g, h : C' — A beda dowolnymi funkcjami takimi, ze

fg=fh (3.27)
Pokazemy, ze
g=h. (3.28)
Wezmy dowolny = € C. Poniewaz fg = fh, to
fg(x)) = f(h(x)). (3.29)
Poniewaz f jest iniekcja, to
g(x) = h(z). (3.30)
Poniewaz x byl dowolny, to
g=nh (3.31)
O
Definicja 3.1.7. Strzatke
f+A—=B (3.32)
nazywamy epi lub epimorfizmem, jesli dla dowolnych strzalek
g,h:B— C, (3.33)
ze jesli
gf =nhf (3.34)
to
g=nh. (3.35)

Przyktad 3.1.9. W Set epimorfizmy to doktadnie surjekcje.

3.1.5 Zadania.
Zadanie 3.1.1. Czy dowolny graf skierowany jest kategoria? Dlaczego?

Zadanie 3.1.2. Czy kazda kategoria jest monoidem? Dlaczego? Czy kazda mala
kategoria jest monoidem?

Zadanie 3.1.3. Udowodnij, ze jesli (A, -, e) jest monoidem, to tworzy on kate-
gorie z: A jako jedynym obiektem, elementami a € A jako strzatkamia: A — A
i- jako sktadaniem strzatek.

Zadanie 3.1.4. Wskaz obiekty koncowe i poczatkowe w Lin. Pamietaj, ze nie
ma czego$ takiego jak pusta przestrzen liniowa.

Zadanie 3.1.5. Udowodnij, ze w Set epimorfizmy to dokladnie surjekcje.
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3.2 Kategorie i jezyk kategorii.

3.2.1 Zadania.

3.3 Robzne konstrukcje kategoryczne.

3.3.1 Zadania.

3.4 Dualnoéé¢ i kilka innych pojeé.

3.4.1 Zadania.

3.5 Funktory.

3.5.1 Zadania.




